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Este libro, dedicado al estudio de sistcmas algebraicos, tiene por fin servir de complemento a los 
texlos corrientes o bien ser utilizado como texto. por si solo, en cursos de algebra abstracta moderna 
a nivel medio y superior. Como tal, su proposito. mas que ofrecer un estudio en profundidad de uno o 
mis sistemas algebraicos, es proporcionar solidos fundamentos para el ulterior estudio de toda una 
serie de ellos. 

En los dos primeros capitulos se trata de los componentes fundamentales de los sistemas algebraicos 
— conjuntos de elementos, relaciones. operaciones, aplicaciones — . El plan del libro ha quedado asi 
establecido. 

1) presentation concisa del tema, 

2) amplia variedad de ejemplos, 

3) demostraciones de la raayoria de los teoremas entre los problemas resueltos, 

4) una serie de ejercicios propucstos cuidadosamente escogida. 

El Capitulo 3 comienza con los postulados de Peano para los numeros naturales, a los que sigue 
la interpretation de los diversos sistemas de numeros algebraicos y se completa con la deduccion de 
sus propiedades mas sobresalientes. Siguiendo este orden de exposition no solamente se introduce al 
lector en el desarrollo detallado y riguroso de estos sistemas de numeros, sino que se le provee de la prac- 
tica necesaria para la deduccion de propiedades de los sistemas abstractos que siguen a continuacion. 

El primer sistema algebraico —el grupo— se estudia en el Capitulo 9. Se examinan las clases late- 
rals segun un subgrupo, los subgrupos invariantes y sus grupos cocientes; y el capitulo termina con 
el teorema de Jordan-Holder para grupos finitos. 

Los Capitulos 10-11 tratan de los anillos, dominios de intcgridad y cuerpos. A continuacion, en 
el Capitulo 12, se estudian los polinomios sobrc anillos y cuerpos a la vez que algunos conceptos de la 
teoria elemental de ecuaciones. En todos estos capitulos se presta mucha atencion a los anillos finitos. 

El Capitulo 13 trata de los espacios vectoriales. El algebra de las transformaciones lineales en un 
espacio vectorial de dimension finita conduce naturalmcntc al algebra de matrices (Capitulo 14). Las 
matrices se emplean, pues, para resolver sistemas de ecuaciones lineales y proporcionar asi soluciones 
mds simples a ciertos problemas relacionados con los espacios vectoriales. En el Capitulo 15 se tratan 
los, polinomios de matrices como un cjemplo de anillo de polinomios no conmutativo. Se define luego 
el polinomio caracteristico de una matriz cuadrada sobre un cuerpo. Las raices caracteristiias y los 
vectores invariantes asociados de las matrices simctricas reales se utilizan para reducir las ecuaciones 
de las cbnicas y de las superficies cuadricas a la forma canonica. En el Capitulo 16 se definen formalmente 
las algebras lineales y se consideran brevemente otros ejemplos. 

En el capitulo final sc exponen las algebras boolianas y sc indican las importantes aplicaciones que 
tienen en circuitos clcctricos simples. 

El autor aprovecha esta oportunidad para expresar su agradccimiento al personal de la Schaum 
Publishing Company, en especial a Jeffrey Albert y a Alan Hopenwasser, por su cooperation incon- 
dicional. 

FRANK AYRES.. JR 
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Capltulo 1 


CONJUNTOS 


Conjuntos 


Cualquier coleccion de objetos como (a) los puntos de un segmento dado, (/>) las rectas que pasan 
por un punto en el espacio ordinario, (r) los numeros naturales mcnores que diez, (d) los cinco chicos 
Rodriguez y su perro. (e) las paginas de este libro..., se dice un conjunto o close. Los puntos, las rectas, 
los ntimeros, los chicos y el perro, las paginas..., se diran elementos de los conjuntos rcspectivos. Por 
lo general, los conjuntos se dcnotan con letras mayusculas y los elementos cualesquiera de los conjuntos 
se denotan con minusculas. 

Sea A un conjunto dado y scan p y q ciertos objetos. Si p es un clemento de A. se indicara esto es- 
cribiendo p e A ; si tanto p como q son elementos de A. se escribira p. q e A en vez de p eAyq eA: 
cuando q no es elemento de A, se escribe q$A. 

Si bicn en gran parte de nuestro cstudio no tendra nada que verel tipo de los elementos. en muchos 
de los ejemplos y problemas aparecen naturalmente conjuntos de numeros. Por comodidad. se reser- 
van desdc ahora. 

N para denotar el conjunto de todos los numeros naturales 

Z para denotar el conjunto de todos los enteros 

Q para dcnotar el conjunto de todos los numeros racionales 

R para denotar el conjunto de todos los numeros reales 

Ejemplo I; («) I 6 N y 205 e A' puesto que I y 205 son numeros naturales; j. -5 d N ya que J y -5 no 
son numeros naturales. 

(h) El simbolo e indica pertenencia y puede Iccrse «en», «esta en». «cstan en», «elemento 
de» segun cl contcxto. Asi, «Sea r e Q» puede leerse como «Sca r clemento de Q » ; y v Para 
cualesquiera p, q e Z» sc puede leer «Para cualesquiera p y q en Z». Escribiremos a veces 
n $ Oe Z en vcz de ii ± 0. n e Z: tambi^n p 4 0, q e 2 cn vez dc p. q e Z con pi- 0. 

Los conjuntos que se van a introducir aqui seran siempre bien definidox, esto es, que siempre sera 
posible determinar si un objeto dado pertenece o no a un cierto conjunto. Los conjuntos del primer 
parrafo vienen definidos por enunciados precisos en palabras. A veces se da un conjunto en forma ta- 
bular, cscribiendo sus elementos entre Haves, por ejemplo: 

A = [a[ es el conjunto que consta del solo elemento a. 

B = {a. b\ es el conjunto que consta de los ciementos a y b. 

C = [1, 2. 3, 4} es el conjunto dc numeros naturales menores que 5. 

K = (2, 4, 6 } es el conjunto de todos los numeros naturales pares. 

L = { , . . , - 15, —10. —5, 0, 5, 10. 15. ... } es el conjunto de todos 
los enteros divisibles por 5. 

Los conjuntos C, K y L. dados antes, se pueden definir tambien como sigue: 

C = {.v: x e N. x < 5} 

K = {a - : .v e N. x es par} 

L = {.r: x e 7. x es divisible por 5} 

Aqui cada conjunto consiste en todos los objetos a que satisfacen las condiciones que siguen a los dos 
puntos. 
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CON JUNTOS 


[CAP. I 


Conjuntos iguales 

Cuando dos conjuntos A y B constan de los mismos elementos, se dicen iguales y escribiremos 
A = B. Para indicar que A y B no son iguales, escribiremos A ± B. 

Ejemplo 2: (i) Si A = {Maria, Elena. Juan) yS= {Elena, Juan, Maria;, entonces A = B. Obser- 

vese que una variacion del orden en quo se presentan los elementos de un conjunto no 
ticnc influcncia. 

(ii) Si A =* {2. 3, 4} y B = {3, 2, 3, 2, 4}, cs A = B. pues cada elemento de A esta en U y 
eada elemento de B esta en A. Cbscrvese que un conjunto no se altera por que sc repi- 
tan uno o mas elementos suyos. 

(iii) Si A = {1,2} y B = {1,2, 3. 4}. entonces A + B porque 3 es elemento de B pero 
no de A. 


SUBCONJUNTOS DE UN CONJUNTO 

Sea S un conjunto dado. Se dice de cualquier conjunto A cada uno de cuyos elementos es tambien 
elemento de S, que esta conienido en S y se le llama subconjunlo de S. 

Ejemplo 3: Los .conjuntos A = {2{. B = [1, 2. 3{ y C = {4, 5} son subconjuntos del S = {1,2, 3,4, 5}. 
Tambien D = { I, 2, 3. 4. 5{ = S es subconjunto de S. 


El conjunto E = { 1. 2. 6{ no es subconjunto de 5 puesto que 6e E pero 6 i S. 

Sea A un subconjunto de S. Si .4 = 5, se_d ire o n e- 4 e s u i^subconiimiajBmi^e-S^^m^ 
ACS (lease «A es subconjunto propio 'de S». o bien «A esta propiamente contemdo en S»). Mas fre- 
cuentemente. y en particular cuando no se excluye la posibilidad A = S. escribiremos ACS (lease 
«A es subconjunto de S- o bien «A esta contenido en S»). De todos los subconjuntos de un conjunto 
dado S. solaraente S mismo es impropio. es decir. no es subconjunto propio de S. 

Ejemplo 4: Para los conjuntos del Ejemplo 3 se puede escribir A C S. B C 5. C C S. D C -9, E £ S. 
Los enunciados precisos son. desde luego, A C S, B C -9, C C 9. £> = 9, E £ S. 

Notese bien que e vincula un elemento y un conjunto. en tanto que C y C vinculan dos 
conjuntos. Asi. 2 e S y {2; C S son enunciados correctos. pero 2 C S y {2{ e S no lo son. 

Sea A un subconjunto propio de S. S contiene, pues. los elementos de A junto con ciertos elementos 
que no estan en A. Todos estos ultimos elementos, o sea los que no estan en A. constituyen otro subcon- 
junto propio de S que sc llama eomplemento del subconjunto A en S. 

Ejemplo 5: Para el conjunto S = {I, 2, 3,4, 5’ del Ejemplo 3. el eomplemento de A = {2{ en S es 
F= {1.3.4. 5l.Asimismo.fi - {l,2,3JyC= {4, 5} son subconjuntos complementanos en i. 


En nuestra discusion de los subconjuntos complementarios de un conjunto dado se da por senta- 
do que estos subconjuntos son propios. La razon es que, hasta aqui, hemos estado dependiendo de la 
intuicion en lo que respeeta a los conjuntos; es decir, que hemos supuesto tacitamente que todo con- 
junto debe tener al menos un elemento. Para librarnos de esta restriccion (y tambien para que el sub- 
conjunto impropio 5 de .9 tenga eomplemento) introducimos el conjunto vacio o nulo 0 como el con- 
junto que carece de elementos. Se sigue facilmente que 


(i) 0 es subconjunto de todo conjunto 5. 

(ii) 0 es subconjunto propio de todo conjunto S i= 0. 


Ejemplo 6: j Los subconjunto s dc_J» 
nibs parcT de subconjur 


a, h, t'l_ son: {«), {/> ! , Id, 


._ . 

ibeoniuntos comnlemcnta rlr ' c 


a. cl. >.h. cl, ?«3, c) y 0y 


[a.b.c] y 0 {«.*! y {el 

{«. cj y {/>! !*• <’! y !«) 


Hay un nOmero par dc subconjuntos y. por tanto. un numero impar de subconjuntos propios 
dc un conjunto de 3 elementos. <,F.s esto cierto para un conjunto de 303 elementos? (,De 303 000 
elementos? 


CONJUNTOS UNIVERSALES 

Si [J 0 es un cierto conjunto cuyos subconjuntos estan en consideracion, suele decirsc que el 
conjunto dado cs un conjunto universal. 


CAP. I] 


CONJUNTOS 
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Ejemplo 7: Sea la ecuacion 

(a- + 1 )(2.v - 3)(3.v + 4)(.v 2 - 2)(.v 2 + 1) = 0 

cuyo conjunto solucion. es decir, el conjunto cuyos elementos son las raices dc la ecuacion. es 

5 = i . i_ - V 2. 4/3. s fl. -Jl. i. —i) si el conjunto universal es el conjunto de los nume- 

ros complejos. No obstante, si el conjunto universal es «, el conjunto solucion es A - 
* — 1 . 3/2. -4/3. ft. -y/T\. iCual es el conjunto solucion si el conjunto universal es Q ) 
;,Si es Z? ;,Si es N'! 

Si, por el contrario, sc nos dan dos conjuntos A = {I, 2. 3j y B = {4. 5. 6, 7) y nada mas, sabe- 
mos poco del conjunto universal U del cual aqucllos son subconjuntos. Por ejemplo, U podria ser 

jl_ 2. 3 7), {x: x e N. x 1000), N, Z No obstante, cuando sc trata de cicrtos conjuntos 

A, B. C, , siempre los eonsideraremos como subconjuntos de cierlo conjunto universal U no ne- 
cesariamentc delinido de manera cxplicjta. Con respecto a cste conjunto universal, los complementos 
de los subconjuntos A. B. C se denotaran A', B'. C' rcspectivamentc. 


INTERSECCION Y UNION DE CONJUNTOS 

Sean Ay B conjuntos dados. F.1 conjunto de todos los elementos que pcrtenecen tan to a A como 
a B se llama intersection de A y B. Se le denotara por A (~\ B (lease «interseccicSn de A y B» o bien «A 
interseccion B», o aim <<A inter B»). Asi, pues. 


A n B = {.v: x 6 A y a e B) 

El conjunto de todos los elementos que pcrtenecen ya a A. ya a B. ya a ambos A y B se llama union 
de A y B. Se lc denota por A U B (lease «uni6n de A y B». o bien «A union fi»). Asi que, 


A J B = j.v: x e A o ,v e B ox e A f) B\ 


A - 

i 1 ) ' ^ $ 


Escribiremos mas a menudo, sin embargo, 

A U B = {x: xe A o xs B) 

Que da lo mismo, ya que todo elemento dc A (") B 1° cs de A. 

y » = |2, 3. 5. 8. 10|; entonces A U B •* 1 1. 2. 3. 4. 5, 8. 10] y 
V6anse tambicn los Problemas 2-4. 


Ejemplo 8: Sean A = jl, 2, 3. 4| 
AC\B - |2.31. 


Dos conjuntos AyBse Hainan disjuntos .si. noticnen ningim elemento comi'm. cs decir. si A D B - 0. 
n el Ejemplo 6, cada dos de los conjuntos {a|, {ft}, {cj son disjuntos; asimismo, los conjuntos 


En el Ejemplc 

{a. b) y {<?}, los {a, c} y {ft} y los conjuntos {b.c} y {a} son disjuntos. 


DIAGRAMAS DE VENN 

Complemento, interseccion y union se pueden representar mediante los diagramas de Venn. En 
los diagramas dc abajo el conjunto universal V esta representado por puntos (que no sc indicant en el 
interior dc un rectangulo y cualquicra de sus subconjuntos no vacios por puntos dentro de las curvas 
cerradas. (Para evilar confusion, convcndremos en que ningun elemento dc U esta representado por 
un punto del contorno dc alguna de estas curvas.) En la Fig. 1-1 («)• los subconjuntos A y B dc J son 
talcs, que ACB-.cn la Fig. 1-1. (ft), Af)B= 0:e n la Fig. 1-1 (<•).' /t yltie nen al menos un elemento 
comun, de modo que A D B 4- 0- 


V 


U 



0 } 


°o 



— ' 

(a) 

w 

lc) 


Fig. 1-1 
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CONJUNTOS 


[CAP. I 


Supongase ahora que en el diagrama anterior se sombrea el interior de L exceptuando cl interior 
dc A. En cada caso. cl area sombreada representara el conjunto complementario A' de A en U. 

La union A U B y la interscccidn A n B de los conjuntos A y B de la Fig. 1-1 (c) se representan 
por el area sombreada en las Figs. I -2(a) y (b), respeetivamente. En la Fig. I-2 (<ji. el area no sombrea- 
da representa (4 U BY. complemcnto dc A U B en U: en la Fig. 1-2(6). el area no sombreada repre- 
senta (.-I O BY- De estos diagramas, corno tainbien de las definieiones de (J \ ^ . se desprende claramen- 
te que A {J B = B \J A y A f\ B = B O A. 

Veanse Problemas 5-7. 



Fig. 1-2 


OPERACIONES con conjuntos 

Adenitis de la complememacion. union e iMmeccidn, que llamaremos operaciones con conjun- 
tos. definimos: 


La diferencia A - B. cn ese orden. de dos conjuntos .4 y B es el conjunto dc todos los elementos 
de A que no pertenecen a B. esto es. 

‘ A — B = {*: x e A. xi 


En la Fig. 1-3. A - B se representa por cl area sombreada y 
B - A por el area de doble rayado. De aqui se sigtie 

A - B ■= A n B = B - A 
A - B = 0 si, y solo si. A C B 
A - B = B - A si. y solo si, A - B 
A - B = A si, y solo si. A 0 B = 0 



Fig. 1-3 


Fjcmplo 9: 

V 

■W.h 


Dcmostrar: loi A - B - A 0 B' - B ' - A . 161 a - B - 0 si. y solamcnie si, A C_ B, 
(c) A - B A si, y solamcnte si. A 0 B - 0. 

I a) A - B = {.v: as A. xe B\ - \x: x e A y xe B‘\ - A 0 B 

= (x: a e A', x e B \ =- B - A 

(b I Supongase A - B - 0. Entonces. por (ol. A 0 B = 0. esto es A y B son disjunlos. 

Ahora bien. S y S' son disjuntos: luego. como H (j B = U. se tiene A C B. 

Reciprocamente. supongase A C B. Entonces A i"l B = 0. y A — B = 0. 

(cl Supongase A — B - A. Entonces A 0 B = A. esio es. A C B Luego. por 1 b). 

A 0 IB‘ ) = A 0B=0 


A M 


Reciprocamente. supongase A0 B = 0. Entonces A B = 0. A Q B ' , A 0 B = A 
y A - B = A. 


En los Problemas 5-7 se ban empleado diagramas de Venn para ilustrar algunas propiedadcs dc 
las operaciones con conjuntos. Por ejcmplo. la Fig. 1-3 sugiere que 

(A - S| U (B -,.4 1 = I A U B) - (A H B) 

Hay que entender, no obstante, que si bien cualquier teorema o propiedad se puede ilustrar con un dia- 
grama de Venn, ningtin teorema se puede demostrar con cl diagrama. 
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Ejemplo 10: Demostrar: ( A - B) tj (B - A) = IA \J B) - IA ft B). 

La demostracion consist? en probar que todo clemento de (A - B)KJ [B - A) es ele- 
mento de (4 IJ B) - IA n Bl y, reciprocameme, que todo elcmento de IA (J B) - (/in B) 
es elemento de (.4 — B| U (B - A). Cada paso sc da a partir de una definicion previa y se 
deja al lector la justificacion de ellos. 

Sea x e IA — B) \J [B - A): cntonces x e A — B o bien x e B - A. Si x e A - B, se 
siguc que x e A pero x e fl; si x e B - A. es x 6 B pero .r 0 A. En cualquier caso. at e A U B 
pero x 0 A D B. Luego, * 6 [A U B) — (A H B) y 

[A - A)C(AUB)- (A OB) 

Reciprocameme. sea x e (A U B) - {A H B); entonces x e A J B pero x 0 A Cl B. 

Ahora bien, o es re/l pero xi B, es deeir x e A — B, o bien xe B pero x? A, es decir. 

xe B — A. Por tanto. xe(A - B) U (B - A) y {A U B) - {A H B) C {A - B\ U (B - A). 

Por ultimo, (.4 - B) U IB - A ) C (A U B) - (A O B)y (A U B) - (A D B) C \A - B\ 

\J IB — A) implican (.4 — B) U (B — A) = [A \J B) — ( A H B). 


Para referenda posterior, damos aqui una lista de las Icycs mas importantes que rigen las opera- 
ciones con conjuntos. Aqui, los conjuntos A, B, C son subconjuntos de U, el conjunto universal. 



LEYES OF. OPERACIONES CON CONJUNTOS 

0.1) 

(AT = A 


/ 

/ 

(1.2) 

0’ = IJ 

(1.2) 

>r = 0 ^ l 1 

a „ a ^ - VU 

(1-3) 

A - A = 0, A 0 A, 

A - B = AnC 

(1.1) 

A u 0 = A 

(M) 

A n U = A 

(13) 

A u U = U 

0.5') 

A n 0 =0 

(1.6) 

A u A = A 

0.6) 

A n A = A b ' ' 

(1-7) 

A u A' = V 

(1.7) 

A n A' =0 

(1.8) 

(AuB) U C - A U iB'.jC'I 

Leyes asocial ivas 

(1.8) 

(A nH) n C = A rt (BnC) 

(1.9) 

A ufi = B u A 

Leyes conniutativas 

(1.9) 

A n B = B n A 

(1.10) 

Leyes distribulivas 

AvlBr\C) = (AuB)n(AuC) (1.10) 

A n IBuC) - (AnB) u (AoC) 

(1.11) 

(A uiir = A' n B‘ 

Leyes de De Morgan 

O.ll') 

(AnB)' = A'uB' 

(1-12) 

A - (BuC) = (A - B) n (A 

-C) (1.1 2') 

A - (BnC) = (A - B) u (A - C) 


Veanse Problemas 8-16. 


CONJUNTO PRODUCTO 

Sean A = {a, b) y B = \b,c,d). El conjunto de pares ordenados disiintos 
C = {(«. b), (<7, c), (a, d), lb, 6|, lb. c), lb, d)} 

en que cl primer component de cada par es un elemento de A en tanto que el segundo es un elemen- 
to de B, se llama conjuiuo producro C = A x B (en ese orden) de los conjuntos dados. Asi que. -:i A • B 
son conjuntos cualesquiera, definintos 

A x B = { (Jf, y): a: e A.y e B) 
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Ejemplo 1 1 : Idcntificar los elemcntos dc A = ,1,2.3 como coo 
denadas dc puntos sobre el cje v (vease l ig- M) « 
siderado como escala numenca, y los elcnuntos d 
) = M *> 3 4' como coordcnadas de puntos sobre 
el eie V coi.siderado como eseala numenca. Enlonces los 
elementos de .V x Y son las coordcnadas rectangular 
de los 12 pumos indicados. De igual manera, s, A = Y - 
N. el conjunto .V x Y es el dc las coordcnadas de todos 
los puntos del primer euadrantc que t.enen coordcnadas 
naturales, 


11,4) (2,4) <3.<> 

• • • 

(1.3) (2. 3) <3, 3) 

■ • • 

11,2) (2.2) (3.2) 

• • • 

U, 1) (2. 1) (3. 1) 


Fig. 1-4 


de todas las casas de una manzana que dan a 

art I'j man7A- 


APLICACIONES 

Consideresc el conjunto H = {h>. h. •••• ‘hi dHSoTtosTito que viven en la manza- 
la calle Mayor y el conjunto C - ,< <V • ■ ■ ’ ■ , de H en la cual vive ese mfto. Su- 
na en dicha calle. Parece natural asoctar cada .node CQn /u con ;, 8 c „ cop h ? . 

pongamos que se tiene s as. t 0 ^pondencia en.re elementos deCyWse dice apHeacon 
SggSSlSS cJLlquier elcmento de C se .tana ta". de aque. ele- 

rpo—d*, en ...a np.™n: »do r!rt 

cada casa vive per lo menos un )a correspondencia es una aplicacion sobreyec- 

en una casa no viven ntnos. En caso ( * . simplemente, que se tiene una aph- 

lita de Cen H, o que se trata de una Sica one en la aplicacion todo elemento de H 

codon C sobre H. Asi, pues, la presencta del <<s -°^ r ^ aplicaciondc C en H simplemente, pero 

es imagen. En el caso (2), sc dice que la c ° rre * pon nQ se excluye )a posibilidad de que a sea efectiva- 
cuando se dice que «« es una a P llcac ^ dt do se cise dis , in guir entre d.chos casos habra que es- 
mente una aplicacion de A sobu B. Solo cu P , icacj6n de A en B, pero no sobre B». 


a = {(c„A 2 ). ( ( '2./'s). (‘•3- /, 2). (Ci.hsi 


l<"j9' /ij)} 


S . « .born euro Is simplemente u. c.erto eubeoninntc de, eoninn.o produeto 
En tiripll . de d en 3. e, 

rropio de » do por Us inugenes de todo. 

C jj na aplicacidn de „n conjunto d en un conjunto « umbibn se puede poner de manifesto median- 
t , U na flecha -» que vincule los elemcntos asoctados. 

Ejemplo 12: Sean A = {a,b,c\ y « = {1-2}. Enlonces 

^ , | ^ /? — ► 2, t — *2 

es una aplicacion dc sobre H (cada element.) de « es imagen). en tamo que 

II: I -o.2 

es una aplicacion de II en zt. pero no sobre A (no todo elemento de z. es imagen). 
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En la aplieacion x, A es el dominio de definicion y B es el codominio y tambien el domi- 
nio de imigenes. En la aplicacidn p, B es el dominio de definition. A es el codominio y 
C = |fl, b } C A es el dominio de imagenes. 

Si es corto el numero de elemcntos que interviehen. se puedcn ulilizar veniajosamen- 
le los diagramas de Venn. La Fig. 1-5 muestra las aplicaciones a y p de este ejemplo. 



Fig. 1-5 


Una tercera mancra de denotar una aplieacion viene en el 
Ejemplo 13: Considcrcse la aplieacion a dc N en si mismo, es dccir. de N en N, 

a-. 1 — * 3. 2 — 5. 3 -» 7 , 4 — 9, . . . 
o mas brevemente. x: « -* 2n + 1. n e N 

Una aplieacion semejantc se definira con frecuencia asi: 

x: I* = 3. 2a = 5, 3a = 7 , 4a - 9. . . . 


o mas brevemente, a: nx = 2n + I, n e N 

Aqui es N cl dominio de definicion (tambien es el codominio). pero no cs el dominio dc ima- 
genes de la aplieacion. Este es el subconjunto propio M lie ,V dado por 


o bien 


M = {x ; X = 2 n + 1, w £ -V} 
M = {x : x &N, r. impar} 


Las aplicaciones de un conjunto X en un conjunto especialmente cuando X y Y son conjuntos 
de numeros, son mejor conocidas del lector como funciones. Por ejemplo, definiendo X = N y Y = M 
en el Ejemplo 13 y empleando / en vez de a, la aplieacion (funcion) se puede expresar en notation fun- 
cional como 

(i) V = /(*) - 2a- + 1 

Se dice que aqui v esta definida como Juncion de a - . Hoy es usual distinguir entre «funeion» y «tuncion 
de». Asi, en cl ejemplo, definiriamos la funcion / por 

/ = {(x,?/): y — 2x + 1 , 16X1 

o bien 

/' = {(x. 2* + lj: i6^| 


o sea como el subconjunto particular de X x Y determinado por la «regla» (i), considerando esta como 
tal. En gran parte de cstc libro diremos mejor aplieacion que funcion y asi se utilizara poco la notacidn 
funcional. 

Sea a una aplieacion de A en B y sea /f una aplicacidn de B en C. Asi, pues, el efecto de a es aplicar 
a 6 A en act e B y el cfccto de B es aplicar aa € B en (ax)P 6 C. F.1 resultado final de aplicar a y en se- 
guida P es una aplieacion de A en C que definimos por 

aft : a(aft) — (aa)ft, a € A 

Diremos que xft es el producto de composition de las aplicaciones a y ft en ese orden, o que es la aplica- 
cion compuesta de a y ft. Desafortunadaniente, la notation no esta todavia normalizada. de maner^ 
que aft se utiliza a veces para denotar el efecto de la aplieacion ft seguido de la aplieacion z. 
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Ejemplo 14: Sea A = {a.b.cl B={d.c), C = {f.g,h,i > y 

n : (t* — d, ha = t, Cu = e 

fl : dli ~ f. efi - h 

Emonces. all : o(o/J) = (o«)/3 = rf/J = /, I'M) - rff = h. dap) = h 



APLICACIONES 1NYECTIVAS Y B1YECTIVAS 

Una aplicacion a -> a' de un conjunto .4 en un conjunto B. se dice aplicacion inyecliua de At n B, 
o inveccidn de A en B. si las imagenes de elementos diferentes de A son elemcntos distintos de B; si. ade- 
mas, cada elemento de 8 es imagen. o sea. si la aplicacion es lambien sobreyectiva. se dice que esta apli- 
cacion es blyectiva, o que es una biyeccion de A sobre 8 o biyeccion entre los dos conjunlos. Antcrior- 
menie solia decirse que la aplicacion era una correspondence biunicoca enirc los conjunlos A y 8; eslo 
es claro, pues la aplicacion a -> o' induce una aplicacion u'-odeB sobre A y se pueden combinar 
ambas aplicaciones en la forma a •-•a'. 

Ejemplo 15: (a) La aplicacion * del Ejemplo 14 no es una biyeccion dc A en B (los elementos b y c. dife- 

renies, de A. tienen la misma imagen). 

I /,) La aplicacion /( del Ejemplo 14 es una inyeccidn de B en C. pero no es sobreycccion (£ e C 
no es imagen). 

(c) Si A = I a. b, c, d\ y B = | p. q. r, ,s[. 

(i) n, : a <-* p, b q, c *-* r, d *-* s 
y (ii) «2 : a <-> r, b p, c *-* q, d *-* s 

son ejcmplos de aplicaciones biycciivas enlre A y B. 


Se dice que dos conjunlos Ay B lienen cl mismo numcro de elemenlos si. y solamente si, exisie una 
biyeccion enirc A y 8. Sc dice que un conjunlo A tiene n elemenlos si hay una biyeccion enirc A y el sub- 
conjunio S= {1.2.3 n\ dc N. En esle caso. se dice que A es un conjunlo finilo. 

La aplicacion *: «« = 2 «. n e N 

de N sobre el subconjunto propio M = {x: x e N, x es par} dc N es inyecliva y sobreyectiva. pero aho- 
ra N es un conjunlo infinito: asi que se puede definir un conjunlo infinito como el conjunto aplicable 
biyectivamenie en un subconjunlo propio suyo; es decir, entre un conjunto infinito y un subconjunto 
propio del mismo puede haber una biyeccion. 

Se dice que un conjunto infinito es enumerable si hay biycccidn entre ese conjunto y el conjunlo A 
de los numeros naturales. 


BIYECCION DE UN CONJUNTO SOBRE SI MISMO 

Sean «: .v <-* x + 1, [1: x —• 3,v, y: x *-> 2x 5, 6: x*-*x - 1 

aplicaciones biyectivas de R sobre si mismo. Como para todo .v 6 R 
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en lanto que 
vcmos quc 

No obstante, 
y 

en tanto que 

y 

Asi. pucs. 

Ahora bien. 

y 


xaji = (a- 4 1)/? = 3(x i-l) 
xfl,> - {Sx)a - 3a: 4 1 

(i) up * pa 

XyS ~ (2:r — 5)8 - 2a: - 6 
,l'a(y8) = (X 4 1 )yS = 2(.V 4 1) (i - 2x - 4 
Xuy — (X 4 1 )y = 2 a- - 3 
;r(.»y)8 - (2x - 3) - 1 - 2x - 4 

(ii) u(y 8 ) = ( 07)8 

XaH = (a: 4 1)8 - x 
XSa ~ (x~ 1 )a — X 


0 sea, que a seguida de <5 (o lambien, <5 seguida de a) aplica cada v e R en si mismo. Denotando por 
J la aplicacion identica (neutra). 

3 x x 

Asi que {iii') 08 •= 8 « = 3 

es decir, que S anula el efecto de x (o lambien. x anula el de <5)i En vista de (iii). 6 se llama 
aplicacion reciproca de a y se escribe <5 = a 1 : lambien es a la reciprocil de S y se escribe a = S~'. 

Vease Problema 18. 

En el Problema 19 se demuestra cl 

Teorema I. Si a es una aplicacion biyeciiva de un conjunio S sobre un conjunto T, a tiene entonccs 
una reciproca unica, y al conlrario. 

En el Problema 20 se demuestra el 

Teorema II. Si a es una aplicacion biyeciiva de un conjunio S sobre un conjunto T, y /l es una apli- 
cacion biyeciiva de T sobre un conjunio U, entonccs es (a/1 )' 1 = /T 1 - a" 1 . 


Problemas resueltos 

I. Mostrar en forma tabular (o) A = {«: a e N, 2 < a < 6 ), (/>) B = (/;: p e N, p < 10. p es par], 
(c) C = {.v: ,v e Z, 2 a 2 4 a - 6 = 0|. 

(«) Aqui A consia de lodos los numeros namrales (ae N) enlre 2 y 6: asi. pues. A = J3. 4. 5). 

lb) B eonsiste en los numeros naturalcs impares menores que 10: de modo que B = [1,3,5.7.94 

(c) Los elementos de C son las raices enteras de 2a 2 4 a 4 6 = (2.v — 3)(.v + 2) = 0; asi que . = -1 
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2. Sean A = { a,b,c,il }, B = {a, c, g), C = { c,g,m,n,p }. Hallar: 

A U Z? = {a, b, c,d,g), AuC — (a, b, c,d,g, m,n, ?>'}, BuC = {a, c,g,m,n,p)\ 

A n B = {a,c}, A n C = {c}, B n C = [c,g}\ A n (BuC) = (a, c}; 

(AnB)uC = {a, c, g, m,n, pj, (AuB)nC = {c,g), (AnB)U(An C) = An (BuC), 

3. Sean los subconjuntos K = {2, 4, 6, 8),Z. = {1, 2,3,4}, M - {3, 4, 5, 6, 8} de U = {1,2, 3, , 10). 
(a) Poner K', L\ M' en forma tabular. ( b ) Mostrar que (Kf U L)' = K' H L'. 

(a) K’ = {1.3, 5. 7, 9, 10), L‘ = {5. 6, 7, 8, 9. 10}, AT = {1,2, 7,9, 10). 

(A) K U 7. - { I, 2. 3. 4. 6. 8j y asi (K U 7.)' = {5, 7, 9. 10}. Con lo que K' n 7.' = {5, 7. 9. 10} = [K U 7-)'. 

4. Para los conjuntos del Problema 2, mostrar (a) (/l U B) U C = A U (ZJ U C), (Z>) (A fj B) fj C = 

4n(Bnci. 

(a) Como tUfi = {a, A. r, <7, g} y C = {<•, g, m. n.p }. se tiene MUAIUC = {a. A, c. t/, g, m, n, /?}. Como 
/I = {a, 6, c, <7} y B U C = Jo. r, g. m. a. p), se tiene A U (B U C) = {a. A, c, d, g.m.n.p } = {A U A) U C. 
(A) Como A O B = [a, c}, se tiene MflAinC= |f]. Como B 0 C = {c. g), se tiene AfllAnCI" {<•} 

= (a n«nc. 

5. En la Fig. 1-1 (c), sean C = A 0 B, D = A D B', E = B0 A' yF = (A \J B)'. Comprobar que: 

(a) (A u B)‘ = A' n B', ( b ) (A n B)' — A' U B\ 

(a) A' n B' = (Suf)n(DuFi = F = (A u Bi 

(b) A' U B' = (Euflulffu F) = (EuTiuD = C = (A n BY 

6. Con el diagrama de Venn de la Fig. 1-7 comprobar que: 

(a) E = (A n B) n C' (c) A u B O C es ambiguo 

(b) AuBuC = (AuB)uC = Au(BuC) (ti) A'nC' = GuL 

(а) A n B = D u E y C' = E u F u G u luego 

(. A n B) nc = E 

(б) AuBuC = EuFuGuDuHuJuK. Ahora. 

Aufi = EufuCuDuHuJ 
y C=DuHuJuK 

dc modo que 

(AuB)uC = EuFuGuDuHuJuK 
= AuBuC 

Asimismo. BuC = EuCuBuHuJuif y 
con lo que A u (B u C) = E u F U G U D U 7/ U J u K = A u B u C 

(r) A U BO Csc podria intcrpretar ya como (AUBIHCya como A U |Bf| C). Ahora bien, (A U B) O C = 
f) U H J J. micntras que A U (B H C) = A (J (D \J J) = A U J- Asi. pues, A U B n C es ambiguo. 
id) A' = GJJ\JK<JL y C' = E ij F J G ij L: de dondc. A' DC’ = GU 7.. 

7. Scan A y B subconjuntos de t/. Ilustrar con diagramas de Venn : A fj B' = A si, y solo si, 
ADB = 0. 

Supdngase A Cl B = 0 con referenda a la Fig. l-l(A). Pero A C B : luego A fj B' - A. 

Supongase A fj B A* 0 con referencia a la Fig. 1 -!(<•). Pero A <Z B ' ; luego A C\ B' ± A. 

Asi, pues, A O B' = A si. y solo si , A D B = 0. 

8. Demostrar que MUB|UC=AU(BU C). 

| 

Sea x e (A U B) U C. Entonccs xeA\JB o bien x e C. de modo que xe A o bien xe B o bien ref. Si 
xe A. entonces is .4 U (B [J Cl: si.veBo bien .v e C, entonces x e B U C y, por tanto, xe A U(®U C). 
Asi. pues, (A UilUCCAUIBU C). 



A =EuFuDuH 
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Sea a e /) U (B U C). Entonces a e /I o bien xeiUC, con lo que a e /I o a 6 B o a e C. Si a e A o a e B. 
csx eA U By entonces a e (A U B) U C;si a 6 C, es a 6 [A U B) U C. Asi que ,4 (J (B U C) C M U B) U C. 

Pero MUB)UCOU(«UC)y/fU(BUC)CMUB)U Cimplica (A U B) U C = /l U (B U C) 
como se afirmaba. Asi, pues, A \J B IJ C cs incquivoco. 

9. Demostrar: (A 01 B) 0 C = ^ 0 (B 0 C). 

Sea x e (A D B) D C. Entonces xe A D B y aeC, de modo que a 6 /I y xeB y a e C. Como 
xe B y a e C, entonces a 6 B 0 C; como xeA y xeSflC, entonces xe A DIB Cl C). Asi, pues, 
wnBincc^niBnc). 

Sea x e A n (B 0 C). Entonces a 6 A y jc e B 0 C, con lo que xe A y xe B y xeC. Como a 6 A 
y a 6 B, entonces x e A 0 B; como xeA(~]B y as C, entonces te M 0 B) 0 C. Asi que .4 n (B 0 0 
C (-4 0 B) 0 C y (A D B) 0 C - A D (B 0 C) como se afirmaba. Asi, A 0 B 0 C es incquivoco. 

10. Demostrar: /I 0 (B U C) = (A 0 B) U (A 0 C ). 

Sea xe/10(BUC). Entonces xe A y ieBUCIaeS o a e C), de modo que xe A y xe B 
o A 6 A y A e C. Si a 6/4 y AeB. entonces ieJ0B y asi ieM0S|UM0C|; de igual modo. 
Si a e A y a e C, es a e /t 0 C y asi xeM0BIUM0 C). Con lo que .4 0 (B\J_ CtC {A 0 B) y M 0.0, 

Sea XEMnB)U(^OC). con lo que as A C\ B o xeA(~\C. Si x e A (~) B, entonces xeA.y 
xe B de modo que xe A y xeBJC; analogamente. si as A C\ C, entonces xe A y xeC con lo que 
a eA y asBUC. Asi, pues, a e A 0 (B U C) y M_0 B) U (A 0 C) C A 0 (B U C). Por ultimo, 
A 0 (B U C) = {A 0 B) U (A 0 C) segun lo afirmado. 

11. Demostrar: ( A U B)' = A' 0 B'. 

Sea xe(A\jB)'. Como x£A\JB. entonces xg A y a SB. O sea, que a eA' y AeB', esto es, 
xeA'n B’; luego (A U B)' C A' 0 B . 

Sea a€/ 1’0B'. Como xeJ’ y aeB'. se tiene xe A y x e B. Entonces xe A\J B. de modo que 
xe(A U BY-, luego /l'0B'CWU B)'. Asi que ( A U BY = /T 0 B' como se afirmaba. 

12. Demostrar: (A 0 B) U C = [A U C) 01 (B U C) 

^ CUM0B| = |CU^)0(CUB| 

Y entonces 

W0B)UC=WUC|0(BUC| 

13. Demostrar: A - (B U C) = (A - B) 0 (A - C ). 

Sea xe A — (B tj C). Como Ae^y.v^BtJC sc tiene, xe A pero a 4 B y a 4 C. Entonces xe A - B 
y xe'A - C, con lo que xe (A - B) 0 {A - C) y A - (B U C) C M - B) 0 (A - C). 

Sea a e (A — B) 0 (A - C). Como A e /4 - B y a e A - C, es decir, xe A pero x 4 B y x$C. 

Se tiene x e A pero a d fl U C, asi que a e A - (B U C) y (A - B) 0 (A - 0 C A — (B U C). De modo 

que A - (B U C) = (A - B) C\ (A - C) segun lo afirmado. 

14. Demostrar: (A U B) 0 B = A si, y solo si. A 0 B = 0. 

Mediante (1.10 ) y (1.7'), pagina 5, hallamos que 

(A U B) 0 B' = (A 0 B') U IB Q B ) = A 0 B' 

Hay que demostrar. pues, que: A 0 B' = ,4 si, y solo si, A B = 0. 

(o) Suptiesto 4 Ci B = 0. es A Q B' y A P\ B' = A. 

(ft) Supuesto /l 0 B - = .4, es A C B' y .4 D B = 0. 

Asi que {A U B) 0 B' = A si (por (a)) y solo si (por \b)) A 0 B = 0. 


por (1.10), pagina 5. 
por (1.9), pagina 5. 
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Demostrar : -V C > s ’- ? b ° 10 M ' ' ^ . Y , de dondc / s X' _y Y' C * ■ 

y r- y Sea y‘ 6 y'- Entonces y < • iV't’ ('■-(V')'; de donde A’ C 

,i) Supongase A Q ^ ' y r r. Ahora. por 0). (A ) C t ' ' 

( ii) Rcciprocamente. supongasc 


(A 


lii) Reciprocal"'-"- - 

_ at = 1/1 u B) - (A n B) del Ejemplo 10 usando la 

16. Demostrar la ' J Ejemplo 9. 

identidad A r B ~ * 1 ' 

Tenemos 

B,u <B-A) - (AnB')u(BnA') 

- [ ( AnB')u.B|nl<AnB')uA| 

= 1( a u B) n (B' u B )1 n |<A u A') n <B’ u A' 

= |(A u B) n f/| n IE/ n (B' u A')| 

= (A u B) n (B 1 u A‘) 

... (A u B) n (A' u B') 

- (A u B) n (A o B)’ 

= (A u B) - (A n B) 


por (1.10). pagina 5 

por (1-10) 

por (1.7) 

por (1.0 

por (1.9) 

por (1.11') 


17 . 


18 . 


Scan los segmentos AB y A B ’ * mtcrL- 

s,cmp d r : stfE. '*££& **** <■ de ^ sea r ,a ,niersecc,on 

dc’cV con A B La aplicac.on 

*•»= « -It? “ T& r,?£Z£r ** - ?£•»’ ‘ 

hivercion de O sobre Q- (c) x > a 

biyeccion m 2 no es image*. 



-c on de y sooic - 

W RS,d Clar ° MUC V 2 ;^ ;? e y‘ a v — I "irreeTintagen dc * = «- 21/3 6 

(M Evidcniemente, 3* - c ^ 3 i v 2 _ v ~ r nenesiempre una raiz 

' . „ - _ AumlPdrE K.x — •>* * . , ^ nr 


(b) Evideniemenic. a* --*• - . , _ , 2 _ x = r lie ne siempre una raiz rea ‘ V 

3 - x e R six e R. A si que si r e K. x « j Com o cada una de estas 

(r) Claro esquex 3 " ^ X f _ 3x j _ x = r tiene 3 raices rcalcs x - >• '• 

ST “ lo aplicaclon no es inycclivu. 

.. enlre S y T, a tienc una reciproca unica y al contrano. 

I9 . Demostrar: S. a es ,yccci ^ r- cntoncc, para cualquier .v, S, s. 


Supongase que * cs una aplicacion biyccliva de 5 sobre . 

S — » 5SC — ? c * 

rs fits* t , 

«fl = /fa = / y ’ 


se sigue que 
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Hey = p{ay) - ft • J = ft 
y , P“ y = U>“)y = Jj- y - y 

Asi, pues, /l = •/: la rcciproca de a cs I'mica. 

Y al contrario, sea a -1 la reciproca unica de la aplicacion a de S' cn T. Supongasc que para ,s 2 e S, con 

,i, 4 s 2 se lenga ,v,a = s 2 x Hnt'onces ( , a )a 1 =* (s' 2 a)a"'. de modo que v,(a ■ a" *) = s' 2 (ecar l ) y .v, = ,v 2 

cn contradiccion con lo supucsto. Asi, pues, a cs una aplicacion inyeetiva. Y como para todo I e 7‘. se licnc 

(/a 'la = /(«"' • a) = i ■ .t - i, es t la imagen de s = fa" 1 e S' y la aplicacion cs sobrcycctiva. 


20. Deniosirar: Si a es una biyeccidn entre S y T y // es biyeccion entre T y U, entonces 

(«/{)- ' = p-' 


Como (a/i)(/? - 1 -a ') = a(/i-/C‘|a 1 = a-a~' = /( ' -a"' es una rcciproca de a/1 ; y por cl Pro- 

blcma 19 una reciproca seraejanie es unica ; luego (a/1 1* 1 = /("'• a 

s>^ -xrvL/ 


Problemas propuestos 


21. Indicar en forma tabular: 

(«) el conjunto de los enteros negalivos mayores que -6. 

(A) cl conjunto de los enteros entre —3 y 4. 

(<) el conjunto de los enteros cuyos cuadrados son menores que 20, 

(</) el conjunto dc todos los factores positivos de 18", 

(t-) cl conjunto dc todos los factores positivos comunes de 16 y 24, 

(/) {p: p e :V, ,,i < 101 

(it) { b : A EE TV, 3 =■ 6*8} 

(A) {a : a £ /, 3a* + 7* + 2 = 0) 

(i) <a: rE Q, 2x- + 5a + 3 = 0) 

Rcspuesta parcial : (a) {—5, —4. —3, —2, — 1>, (d) {1,2,3,6,0,181, (/) {1,2,31, (li) {-2J 

22. Comprobar: («) { x : xe N, x < I j = 0. (A) {a: ae Z. 6a 2 + 5a - 4 = 0) = 0. 

23. Dar los 15 subconjuntos propios dc S - {«. A. c. d\. 


24. Demostrar que los subconjuntos propios de S' - {<7 ,.<i 2 «„) son 2" 1 cn mimero. 

25. Con los conjuntos del Problcma 2, comprobar: 

(«) mubiuc= 4ui«ua (*i un»mf = jnisna inMusinc* ^uunci 

26. Con los conjuntos del Problcma 3. comprobat : (</) (A”)' - A. (A) (A n L )' = A - ' U (i'| (A U L U '/ 1 = 

k n l r m\ a/ 1 a n (/• u - ia n /: i u ia n a/i. 


Si «/t|t»» significa «n es factor dc m», dados A = -Jjc: a e N. 3|.v| y B = {a : v e N. 5|a) cnumcrar - : . .- 
los dc cada uno dc los conjuntos A\ S'. .4 U B. A H B. A U B . A O B . A J B'. donde A y B son .:s 
plementos respectivos dc A y B en N. 


28. Demostrar las leyes dc (1.8)-(I.12’|, pagina 5. que no se han tratado en los Problemas S-I3 
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r 




29. Sean A y B subconjunios de un conjunto universal Li. Demostrar: 
la) A U B = A B si, y solo si. A = B. 

(A) A H B = A si. y solo si. A Q B. 

(<• ) MnS')UM'ni) = 4Ufii y solo si. A f) B = 0. 

30. Dados «(£/) = 692. nlZ) = 300. = 230. n(C) - 370. nIA H«l= 150. n(A D C) = 180. n(fi O C) = 90, 

n(A nB'n C ) = 10 sicndo m(S) cl numero de elcmentos distinios del conjunto S, hallar: 

(a) nMn«no = 4o (<■» nwru'nci- 172 

(ft) n (A'r\Br\C) = 30 (</> »(wnfiiuMnaui«ncii= 340 

31. Dadas las aplicacioncs a: n -* n 1 + I y ft: n -» 3« + 2 de IV cn A 1 , hallar: xx = n 4 + 2 n 2 + 2, lift, aft = 
3n 2 + 5, y ft*. 

32. (.Cualcs de las siguicntes aplicaciones de Z cn Z: 

(a) .V -» .v + 2. (A) a — 3.<r. (r) -v -* .v 2 . Id) x — 4- x. («).«- x 3 . If) X -> X 1 - x 
son (i) aplicaciones de Z sobre Z. (ii) biyccciones de Z sobrc Z? «c.v/». (i), (ii); (a). (d) 

33. Igual quc el Problema 32 con Q cn vez de Z. /?«/>■ (•). (•>); («)• (ft)- W) 

34. Igual que e! Problema 32 con « en vez de Z. Ki'.v/j. (i). (ii): («). (ft). W). (?) 


35. (a) Si £ cs el conjunto dc todos los entcros pares posilivos. demostrar que x -* x + I. .v e £ no es una aplica- 
cion sobrcycctiva de £ cn el conjunto F de todos los posilivos impares. 

(ft) £* es cl conjunto quc co'nsisle en el ccro y todos los entcros posilivos pares (o sea los enteros no nega- 
>fivos). demostrar que x — x + I. x e £* es una sobrcyeccion de £• en F. 


36. Dadas las aplicaciones sobrcycctivas 


' 3 

1 3 = 1. 

2 J = 2, 3.4 = 3, 

4 3 = 4 

a 

la = 2. 

II 

c? 

CO 

II 

cS 

4a = 1 

p 

IP = 4. 

Zft =1, 3 p = 2, 

CO 

II 

Cl 

** 

y 

ly = 3. 

10 
•< 

11 

.u 

co 

II 

Ux. 

II 

to 

s 

15 = 1, 

25 = 4, 35 = 3, 

45 = 2 

de S= [1.2. 3. 4] sobrc si mismo. comprobar: 


(a) aft = fix = J . luego ft = a 

1 : (ft) xy = yx 

= ft: (< ) x 6 ^ Sx: Id) x 2 = xx 

(/j a 1 = ./. luego a 3 = a" 1 : (jr) (a 2 )' 1 = (a 

') 2 . 



Capitulo 2 


Relaciones y operaciones 


RELACIONES 

Sea el eonjunto P = [a. b. c i) dc todus las personas que viven en una determinada man- 

zanu que da a la calle Mayor. Traiaremos en esta seccion de enunciados. tales como «a es hermano dc 

/;», «c es el padre de g» que se Hainan relaciones sobre (o en) el eonjunto P. Analogamente, «es 

paralela a». «es perpendicular a», «fornta un angulo de 45 con» son relaciones en el eonjunto L 

dc todas las rectas dc un piano. 

Supongase en el eonjunto P anterior que los linicos padres son c.d.g y que 

r es el padre de a. g. in. p. q 
d es cl padre de f 
g es el padre de h, n 

Entonces. haeiendo que .it signifique «es el padre de». podemos escribir 

r At a, c It g, c At in. c At p, c At q, d f g At h, g M n 

Pero c At a puede mirarse como la determination de un par ordenado, bien sea (a, c) o bien (c, a ). del 
eonjunto produeto P x P. Si bien se emplean ambas maneras. aqui siempre asociaremos 

c At a con el par ordenado (a. c) 

Esto supuesto, At determina en P el eonjunto de pares ordenados 

(«.£•). (#. £•). (m.c), (p.c). ( q.c ). [f.d). ( h.g ). (n.g) 

Asi como ocurrio con cl termino funcion en el Capitulo 1. definimos la relacion At diciendo que es este 
subeonjunto de P x P. Asi. pues. 

Una relation At sobre un eonjunto S' (con mas precision, una relacion binaria sobre S. pues 
es una relacion entre pares de elemenios de S) es un subeonjunto de S x S. 

Sea S - [2. 3. 5. 6| y dese a At el significado «dividc a». 

Como 2 Jt 2. 2 it (i. 3 t 3, 3 At 6. 5 At 5. 6 At 6. se ticnc 
.* = |(2. 2). (6.2). (3. 31, (6.3). (5.5). (6. 6)J 

Sea S - [1.2.3 20[ y At signifique «es triple de». 

lintonces 5 At I. bAt 2. 9 At 3. \2 aI4. 15a? 5. I8af6y 

.it = |(1.3|. (2.6). (3.9). (4. 12). (5. 15). (6. I8)[ 

Examinese ahora At = |(.v, i ) : 2.v - y = 6. xeAt). Geometricamente, cada (,v. y) 6 
es un punlo del gralb de la ecuacidn 2.v - r = 6. Asi. pues. si pudo parecer exlrano antes 
deeir que 

c At a signifies («. r)e .lt y no (<•. a)eAt 

ahora ya se ve que esto concuerda con la idea dc que toda ecuacion y = fix) no es mas que 
una relacion binaria especial. 


Ejemplo I : («) 

(61 



PROPIEDADES DF. LAS RELACIONES BINARIAS 


Se dice que una relacion At sobre un eonjunto 5 es ref lexica si a At a para todo a = 5 

15 
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Ejemplo 2: ( a ) Sea Tel conjunto de todos los triangulos de un piano y dese a ^ el significado «es con- 

gruente conn. Como lodo triangulo f e T es congruentc consigo mismo, t St / para lodo 
l e T. y A es reflex iva. 

(A) Para el conjunto T sea St «tiene doblc area que». Es claro que t A i y A no es reflexiva. 

Una relacion A sobre un conjunto 5 se dice simetrica si cuando a A b tambien b Sit a 

Ejemplo 3: («) Sea P cl conjunto de personas que habitan en una manzana sobre la calle Mayor, y sea 
St «tiene el mismo nombre que». Si x tiene el mismo nombre que y, y tiene el mismo nom- 
bre que .x; asi que xAy implica )'S.r y * es simetrica. 

(A) Para el mismo conjunto P, sea la St «es hermano de». Con x St y, y puede ser hermano 
o hermana de x\ asi que x A y no implica necesariamenle y St x y St no es simetrica. 

Una relacion A sobre un conjunto S se dice transiliva si de a A b y b A c se sigue a A c. 

Ejemplo 4: (a) Sea S cl conjunto de todas las rectas de un piano y sea SI «es paralela a». Es claro que 
si a es paralela a A y si A es paralela a otra recta c, entonces a es paralela a c y A es tran- 
sitiva. 

(A) Para el mismo conjunto S. sea St «es perpendicular a». Como de a perpendicular a A y 
de A perpendicular a c resulta a patalcla a c. esta A no es transitiva. 


RELACIONES DE EQUIVALENCE 

Una i^lacion A sobre un conjunto S sc llama relacion de equivalence sobre S si A es (i) reflexiva, 
(ii) simetrica. y (iii) transitiva. 

Ejemplo 5: La relacion « = » sobre el conjunto R es indudablemente la relacion de equivalcncia mas familiar. 

Ejemplo 6: ( ,La relacion «ticnc cl mismo nombre que» sobre el conjunto P del Ejemplo 3 es una relacion 
de equivalcncia? 

Habra que verilicar la validez de lo que se establece en seguida cnlre elementos arbitra- 
rios x.y.ze P\ 

(i) x tiene cl mismo nombre que x. 

(ii) Si x tiene cl mismo nombre que y, entonces y tiene el mismo nombre que x. 

(iii) Si x tiene cl mismo nombre que y y si y tiene cl mismo nombre que z. entonces ,r tiene 
el mismo nombre que z. 

Como todo esto es cierto, «tienc el mismo nombre que» es (i) reflexiva. (ii) simetrica. 

(iii) transitiva y, por lanto. se trata de una relacion de equivalcncia sobre P. 


Ejemplo 7: 


Se sigue del Ejemplo 3(A) que «es hermano de» no es simetrica y que. por tanto, no es una rc- 
lacion de cquivalencia sobre P. 

Veanse Problemas 1-3. 


CLASES DE EQUIVALENCE 

Sean un conjunto S y una relacion A de equivalence sobre S. Si a 6 S, los elementos y 6 S que 
verifican y A a constituyen un subconjunto. [a], de 5. llamado close de equivalcncia. Asi, pues, 

[a] = {y- y eS, y A. a] 

(Observese el empleo de corchetes para indicar clases de equivalencia.) 

Ejemplo 8: Considerese el conjunto T de los triangulos de un piano y la relacion de cquivalencia (vease 
Problema 1) «es congruentc com.. Sicndo a. b s T entenderemos por [u] el conjunto o clase 
de equivalencia de todos los triangulos de T congruentes con el triangulo a. y por [A] el con- 
junto o clase de todos los triangulos congruentes con cl iriangulo A. Notcmos de paso que el 
triangulo a esta incluido en [a] y que si un iriangulo c esta tanto en [a] como en [A], enton- 
ces [a] y [Aj no son mas que otras dos mansras de denotar la clase [c]. 
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Un conjunio {A, B. C, . . . } de subconjuntos no vacios de un conjunlo S se llama partition de S 
si (i) A U B U C U • - • = .V y si (ii) la intersection de cada dos subconjuntos distintos es vacia. El re- 
silltado principal de esta section es el 


Teorema I. Una relation dc equivalencia St sobre un conjunto S produce una particion de S y. re- 
ciprocamente, una particion de S define una relation dc equivalencia sobre S. 

Ejemplo 9: Se dice que dos enteros tienen la misma paridad si ambos son pares o si ambos son impares. 

La relacion «ticnc la misma paridad que» sobre Z cs una relacion dc equivalencia. (Dcmues- 
trese.) La relacion da lugar a dos subconjuntos de Z : 

A = Jx: xeZ. it cs par[ y tt = jx: xeZ. x es imparl 

Y todo clemento dc Z se cncontrara ya cn A ya en H, pero no en ambos. Asi. pues. A \J H ~ Z 
y A n B - 0. dc inodo que la relacion efectiia una particion dc Z. 

Ejcmplo 10: Y todo clemento dc Z sc cncontrara ya cn A ya cn B. pero no en ambos. Asi. pues. A U B = Z 

del 5 = (1.2.3 25}. Esevidentequd U B U C = Sy que A n B = A O C = flfl C = 0. 

asi que | A. B. C| cs una particion de S. La relacion de equivalencia que da lugar a esta parti- 
cion cs «da cl mismo rcsto dividido por 3 que». 

Para demostrar el Teorema I (vease Problema 6). se utilizaran las propiedades que siguen de las 
dases dc equivalencia: 

(1) a 6 [aj 

(2) Si A 6 [a], es [A] = [a], 

(3) Si [o] n [A] * 0. es [o'] - [A], 

La primera resulta inmediatamente de la propiedad redexiva a St a de una relacion de equivalencia. 
Para las otras. veanse Problcmas 4-5. 


ORDEN EN UN CONJUNTO 

12 

Sea el subconjunto A = {2, 1,3, 12,4} de N. Al escribirlo 
Sc ha evilado exprofeso seguir la natural inclinacion dc enun- 
ciarlo como A = {1,2, 3, 4, 12} para indicar que esta ultima 
version resulta dc valcrsc de la relacion binaria (==) definida 
sobre N. Esta ordenacion de los elementos dc A (o sea de N) 
se dice total, ya que para todo a.b eA fm. n e N) se tiene 
o bien a < b.o bicn a = A. o bicn a > b Un < n. m = n. m > n ). s 

Por otra parte, la rclacion binaria ( | ), (vease Problema 27, 

Capitulo - 1) produce solamente una ordenacitm partial de A. es •> 

decir 2 1 4 pero 2 3. Estas ordenaciones de A se pueden ilustrar 
del mejor modo con diagramas. La Fig. 2-1 mucstra la orde- 
nacion de A electuada por (es). Se comienza en el punto mas 
bajo del diagrama y se siguen las flechas para obtener Fi g# 2 -| 



Fig. 2-2 


I 2 ^ .3 =£4 ss 12 


Es de esperar que el diagrama dc un conjunto tolalmcnte ordenado sea siempre una linea recta. La Figu- 
ra 2-2 ilustra el orden parcial de A efecluado por la relacion ( | ). 

Vease tambien Problema 7. 

Un conjunto S se dice parcialmente ordenado (no se excluye la posibilidad del orden total I per una 
relacion binaria .4? si para cualesquiera a. A, c e 5. 

(i) 4? es reflexiva, esto es, a St a 

(ii - ) 3t es antisimetrica. es decir, a St b y A 0t a si. y solo si, a = b 
(iii) £ es transitiva, es decir, a St b y A St c implican a St c 
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Se deja al cuidado del lector verificar que estas propiedades las cumplen las relaciones ( — ) y ( | ) s °‘ 
bre A v que las propiedades contienen una redundancia porque (ii ) implica (i). La redundancia se ha 
introducido para que se vea perfectamente clara la diferencia esencial entre las relaciones de esta sec- 
cion y las de la precedentc. 

Sea S un conjunto parcialmente ordenado con respecto a St. Entonces: 

(1 ) Todo subconjunto de 5 esta tambien parcialmente ordenado con respecto a St a la vez que algu- 
nos subconjuntos putden estar totalmente ordenados. Por ejemplo, en la Fig. 2-2, el subconjun- 
to {1, 2, 3! esta parcialmente ordenado, en tanto que el subconjunto {1, 2, 4} esta totalmente or- 
denado por la relacion ( | ). 

(2) El elemento a e S se dice un primer elemento de S si a x para todo x e S. 

(3) F.1 elemento g >e S se dice un ultimo elemento de S si x Si g para todo a- e S. 

[El primero (ultimo) elemento de un conjunto ordenado, si existc, es unico.] 

(4) El elemento a e S se dice un elemento minimal de S si x St a implica x = a para todo x e S. 

(5) El elemento g e S sc dice un elemento maximal de S si g St x implica g = x para todo x e S. 

Ejemplo 11: (o) En las ordenacioncs de A dc las Figs. 2-1 y 2-2, cl primer elemento es I y el ultimo ele- 
mento es 12. Asimismo, 1 es un elemento minimal y 12 es un elemento maximal. 


(/>) En la Fig. 2-3, S = {a, h. c. d\ tienc un primer elemento a. pero no tiene ultimo. Aqui a 
es un elemento minimal, en tanto que c y d son elementos maximales. 

(<•) En la Fig. 2-4, S = {a, b. c. d. e} tiene un ultimo elemento e. pero carece dc primer ele- 
mento. Aqui a y b son elementos. minimales, mientras que e es un elemento maximal. 




Si un conjunto ordenado S tiene la propiedad de que cada uno de sus subconjuntos no vacios tiene 
primer elemento, se dice que esta bien ordenado. Por ejemplo. considerense los conjuntos N y g orde- 
nado cada uno por la relacion ( es ). Se ve que N es bien ordenado ; pero. dado que el subconjunto {x '.xeQ. 
x > 2} de g no tiene primer elemento, g no es bien ordenado en cambio. ,'.Esta Z hten ordenado por 
la relacion (-=;)? (.Esta A = (1.2, 3,4, 12} bien ordenado por la relacion (| )? 

Sea S un conjunto bien ordenado por la relacion St. Entonces. para cualesquicra a, b e S, el sub- 
conjunto {u, b } de S tiene primer elemento y, entonces, o bien a St b o bien b St a. Queda demoslrado el 

Teorema II. Todo conjunto bien ordenado es totalmente ordenado. 


OPERACIONES 

Sea Q* = {a: a 6 Q, x> 0}. Para cualesquiera a, b 6 Q* . se tiene 

a + b, b + a, a • b, b ■ a, a : b, b : a eg* 

Adicion, multiplicacion y division son ejemplos de operaciones binarias en Q‘ . (Observese que seme- 
jantes operaciones son simplemente aplicaciones de Q~ x g* en g*.) Por ejemplo, la adicion asocia 
a cada par a, b eg* un elemento a + b eg*. Aqui es a + b = b + a. pero, en general, a : b + b '. a; 
de manera que para tener la seguridad de una imagen unica, es necesario considerar estas operaciones 
como definidas para un par ordenado de elementos. Asi, pues. 


RELACIONES Y OPERACIONES 
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Una operation binaria «=» en un conjunto no vacio S es una aplicacion que asocia a cada par or- 
denado (a, b) de elementos de S un elcmento definido unico a b de Dicho brevemente, una opera- 
cion binaria en un conjunto S’ es una aplicacion de S x S en 5. 

Ejemplo 12: (a) La adicion es una operation binaria en cl conjun- 
lo de los numeros naturales pares (la suma de dos 
numeros naturales pares es un niimcro natural 
par), pcro no es una operacion binaria en el con- 
junto de los numeros naturales imparcs (la suma 
de dos numeros naturales imparcs es un ntimero 
natural par). 

(A) Ni la adicion ni la multiplication son operaciones 
binarias cn S = [0. 1,2. 3,4}, pucs. por ejemplo. 

2 + 3 = 5(fSy2-3 = 6gS. 

<c) La Tabla 2-1 adjunta. que define una cierta opera- Tabla 2-1 

cion binaria o sobre el conjunto A - jo. b. c. d. <•} 

ha de leer asi : Para cada par ordenado (.v, y) de A x A sc cncucntra x ■ y en el crucc dc 
la fila encabezada r y la columna encabezada y. Por ejemplo, el elemento marcado con 
un circulo es d - e (no e - d). 

El hecho de que ° sea una operacion binaria sobre un conjunto S se suele indicar por el enunciado 
equivalente: El conjunto 5 es cerrado con respecto a la operacion . El Ejemplo 1 2(a) se puede expre- 
sar entonces asi: El conjunto de los numeros naturales pares es cerrado con respecto a la adicion; el 
conjunto de los numeros naturales impares no es cerrado con respecto a la adicion. 

PROPIEDADES DE LAS OPERACIONES BINARIAS 

Una operacion ‘ binaria ° sobre un conjunto S se dice conmutativa si x > y = y - .v para 
todo x,y e S. 

Ejemplo 13: (fl) La adicion y la multiplicacion son operaciones binarias conmutativas en tanto que la 
division no es una operacion binaria conmutativa sobre Q* . 

(A) La operacion sobre A de la Tabla 2-1 es conmutativa. Esto se vcrifica facilmcntc no- 
tando que (i) cada fila (A. c. d. e. a cn la segunda fila. por ejemplo) y la columna con igual 
cncabczamiento (A, e, d. e. a, en la segunda columna) sc lecn exactamente lo mismo; 
o bien porque (ii) los elementos de 5 estan situados simetricamentc con respecto a la dia- 
gonal principal (linea de trazos) que va dc la izquierda superior a la derecha inferior de 
la tabla. 

Una operacion binaria « sobre un conjunto 5 se dice asociativa si (x - v) - z = x = (r '• z ) para cuales- 
quiera x, y, z e S. 

Ejemplo 14: (a I La adicion y la multiplicacion son operaciones binarias asociativas sobre Q* . 

(A) La operacion -■ sobre A de la Tabla 2-1 es asociativa. Sc encuentra, por ejemplo. que 

(A " c) » </ = d - d = A y que A ° (c » d) — b <• a = A; (</» e) » d = c » d = a y d - (c • d) = 

dc c = a; . . . .La prueba completa seria cn extremo tediosa, pero sc sugicrc al lector que 
haga otras cuantas verificacioncs al azar. 

(c) Sea ■ una operacion binaria sobre R. definida por 

a- A = a + 2A para cualesquiera a.be R 
Como (a " A) ° c = (« + 2A) oc“« + 2A + 2c 

pcro a c (A -. c) = a » (A + 2c) — a + 2(A + 2c) = a + 2b + 4c 

la operacion no es asociativa. 

Un conjunto S esta dotado de elemento neuiro (identidad o unidad, tambien se dice) con respecto 
a una operacion binaria ° sobre S si existe un elemento u e S con la propiedad de que u x = x u = x 
para todo x e S. 

Ejemplo 15: (a) Un elemento neuiro dc Q con respecto a la adicion es 0 porque 0 + x = v + 1 - ■ 
para todo xeQ; un elemento neutro dc Q con respecto a la multiplicacion es L puesto 
que I • x = x ■ 1 = x para todo x e Q. 
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| A) /V no tienc clemento neutro con respecto a la adicion. pero I es un elemenlo ncutro rcs- 
pecto de la multiplicacion. 

(c) Un elemenlo neutro del conjunto A del Ejcmplo 1 2(f) con respecto a » es a. Notese que 
hay solamenic uno. 

En el Problema 8 demostramos el 

Teorema III. El clemento neutro, si existe. de nil conjunto S con respecto a una operacion binaria 
sobre 5 cs unico. 

Sea un conjunto S que poscc cl elemenlo neutro u con respecto a una operacion binaria =. Un ele- 
mento y e S se dice simetrico de a - e S si .v » y = y ■> x = u. 

Ejcmplo 16: («) El simetrico con respccio a la adicion. o sea el simetrico aditioo de xe Z es -x porque 
x + (-a) - 0. que cs cl clemento nculro aditivo dc Z. El simetrico aditivo se suele lla- 
mar opuesto. En general, xeZ no liene simetrico multiplicative. 

(6) En el Ejemplo 12(c). los simelricos de a. b, c. d. e son, respectivamente, a, e, d. c, h. 

No cs dificil demostrar cl 

Teorema IV. Sea una operacion binaria sobre un conjunto S. El simetrico con respecto a del A' 6 S, 
si existe, es unico. 

Por ultimo, sea S un conjunto con dos operaciones binarias □ y definidas sobre 61. La operacion 
a se dice distributive/ a la izquierda con respecto a » si 

a □ (A c) = (a □ h) ■■■ (a □ r) para cualcsquicra a. b, c e S («) 

y se dice distributiva a la dereclia con respecto a = si 

(A c) a a = (A □ a) - (c □ a) para cualcsquiera a, b, c e S ( b ) 

Si se verifican tanto (a I como (6). se dice simplemcntc que co es distributiva con respecto a =. Notese que 
los segundos miembros de (a) y ( b ) son iguales si □ es conmutativa. 

Ejemplo 17: (u) En el conjunto dt^jas enteros. la multiplicacion (a = •) es distributiva con respecto a 
la adicion (•- = + ), ya que x ■ (y + Z) = x ■ y + x • Z para todo x, y. zeZ. 

(A) En el conjunto de los enteros, sea la adicion ordinaria y □ la operacion definida por 
x a v = x 1 • y = x 2 v para cualesquiera x. ye Z 
Como a a (6 + <•) = a 2 b + a 2 c = (o □ b) + (a □ r) 

a es distributiva a la izquierda con respecto a + . Como 

(b + c) □ a = ub 2 + 2 abc + ac 2 ± (b a «) + (c □ a) = b ! a + c 2 a 
□ no cs distributiva a la derecha respecto dc + . 

RELACION DE EQUIVALENCE COMPATIBLE CON UNA OPERACION 

Sea S = {a, b, c, . . . } un conjunto en cl cual se ha defmido una operacion <• y sea una rclacion 
dc cquivalencia St que produce en S la particion en el conjunto de clases de equivalencia E = {[a], [6], 
[<•], . . . Si se define sobre E una operacion binaria ® por 

[a] © [6] = [a » A] para cualesquiera [a], [A] e E 

No sc vc dc inmediato que para cualesquiera p.q e [a] y para cualesquiera r, .s- e [A], se tenga 

[/j>r] = [t/ojr] = [«.i] (c) 

Sc dira que la rclacion dc equivalencia es compatible con la operacion binaria © y que entonces la 
operacion © esta bien definida si se verifica (c). es decir. que 

\P 1 © M = [<?] © M - [°] © [*] 

siempre que (c) se verifique y solo entonces. 

Ejemplo 18: La relacion «da el mismo reslo cuando sc divide por 9 que» reparte N en nueve clases de equi- 
valence [I], [2], [3] [9]. Si = se interpreta como adicion en N es facil ver que © queda 

bien definida dcacucrdo con lodichoarriba. Porcjemplo. si x, y e N.9x + 2e [2] y 9y + 5e[5] 
entonces [2] © [5] = [(9.x + 2) + (9y -* 5|] = [9(x + y) + 7] = [7] = [2 + 5], etc. 
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ISOMORFISMOS 

En loda esta section utilizaremos los dos conjuntos 

A = {1,2, 3, 4) y B = { p,q,r,s ) 

Ya que se han introducido las relaciones dc orden, habrd tendencia aqul a poner el orden familiar al 
dar los elementos de cada conjunto. Lo indicamos para advertir al lector contra esto dc atribuir a 
un conjunto cualquiera propiedades que no esten expllcitamente eslablecidas. En (1) consideramos 
A y B como conjuntos arbitrarios dc cuatro elementos cada uno y nada mas; por ejemplo, podriamos 
escribir {*, +, S, %■} como A o como B; en (2) introducimos relaciones de orden sobre A y B pero no 
las mencionadas arriba; en (3) dclinimcs operaciones binarias sobre los conjuntos no ordenados A y B, 
en (4) definimos operaciones binarias sobre los conjuntos ordenados de (2). 

(1 ) La aplicacion «: l*-»p, 3*-»r, 4«-»s 

es una de las veinticuatro que establecen una biyeccion entre A y B. 

(2) Sean A ordenado por la relacion St = ( | ) y B 
ordenado por la relacion St.', como se indica en 
el diagrama de la Fig. 2-5. Como el diagrama para A 
es como se muestra en la Fig. 2-6, es claro que la 
aplicacion 

ft : 1 m r, 2« s, 3«-» q, 4 m p 

cs una biyeotiion entre A y B que preserva las 
relaciones de orden; es decir, para cualesquiera 
it, v e A y .x, y e B con u m x y v m y entonces 

u St' v implica x St y 

y reciprocamentc. 

(3) Definanse en los conjuntos no ordenados A y B las operaciones binarias respcctivas <> y cd por las 
tablas de operacion 



Fig. 2-5 Fig. 2-6 


A B 



1 

2 

3 

4 


CJ 

p 

p 

r 

8 

1 

I 

2 

3 

4 


.P 

7 

r 

s 

P 

2 

2 

4 

1 

3 

y 

<1 

r 

8 

P 

Q 

3 

3 

1 

4 

2 


r 

s 

V 

<i 

r 

4 

4 

3 

2 

1 


8 

P 

n 

r 

8 


Tabla 2-2 Tabla 2-3 

Se puede verificar facilmcntc que la aplicacidn 

y ; 1 M s, 2 M p, 3 M r, 4 m q 

es una biyeccion entre A y B que preserva las operaciones, es decir, que siempre que 

iv £ A m x G B y vCAMi/eB 
{lease «n< en A corrcspondc a ,v en B y v en A corresponde a y en S»). entonces 

w°v M ioj 

(4) Definanse en los conjuntos ordenados A y B de (2) las rcspectivas operaciones binar-.as > = 
las tablas de operacion 
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A « 


•> 

1 

2 

3 

4 


D 

p 

>1 r 

8 

1 

1 

2 

3 

4 


p 

r 

s p 

9 

2 

2 

4 

1 

3 

y 

<t 

8 

P 9 

r 

3 

3 

1 

4 

2 


r 

p 

9 r 

8 

4 

4 

3 

2 

1 


s 

<i 

r 8 

p 



Tabla 2-4 




Tabla 2-5 



Se pucde verificar facilmente que la aplicacion 

p : 1 <-»r, 2«-»s, 3 V. q, 4 p 

es una biyeecion entre /I y B que preserva tanto las relaciones dc orden como las operaciones. 

Por sistema algebraico S enlendercmos un conjunto S junto con cualesquiera relaciones y opera- 
ciones definidas sobre S. En cada uno de los casos (1 )-(4) anteriores. se irata, pues. de una cierta corres- 
pondencia entre los conjuntos de los dos sistemas. En cada caso diremos que la aplicacion de que se 
trata es un isomorfismo de A sobre B o que los sistemas A y B son isomorfos respccto de la aplicacion; 
asi. pues: 

Dos- sistemas 5 y T se dicen isomorfos si 

(i) existe una biyeecion entre los conjimtos 5 y T. y 

(ii) cualesquiera relaciones y operaciones definidas en los conjuntos se conservan en la biyeecion. 

Consideremos con mas detalle los dos sistemas A y B de (3). La operacion binaria » es asociativa 
y conmutaliva: asimismo, con respecto a esta operacion A tiene 1 como eiemento neutro y todo elemen- 
to de A tiene simetrico. Es de sospechar que la Tabla 2-2 es algo mas que un vacio ejercicio de construc- 
tion de un cuadro en que ningtin eiemento se presente dos veces en la misma fila o columna. Conside- 
rando los elementos de A como digitos y no como simbolos abstract os. es facil verificar que la opera- 
cion binaria = se puede definir asi: para cualesquiera x, y e A. x - y es el rcsto de dividir x ■ y por 5. 
(Por ejemplo, 2-4 = 8= 1 • 5 + 3 y 2 4 = 3.) Mas aun, el sistema B no es mas que una version dis- 
frazada o en clave del A. siendo la clave en este caso la biyeecion y. 

Emplcaremos los isomorfismos entre sistemas algebraicos de dos maneras: 

(a) Descubiertas ciertas propiedades de un sistema (por ejemplo. las de A enumeradas antes) node- 
mos sin mas trasladarlas como propiedades a cualquier otro sistema isomorfo con el. 

(b) Siempre que sea mas comodo. podemos remplazar un sistema por otro isomorfo con el. Ejemplos 
de esto se encontraran en los Capitulos 4 y 6. 


PERMUTACIONES 

Sea S = {1. 2. 3 n\ y examinese el conjunto S„ de las n\ permutaciones de cstos n simbolos. 

(No se da especial signification al hecho de que sean numeros naturales.) La definicidn de producto 
de composition de aplicaciones en el Capitulo 1 lleva naturalmente a definir una «operacion permu- 
tacion» ° entre los elementos dc S„. Ante todo vamos a introducir notacioncs mas comodas para las 
permutaciones. 

Sea t 2 . /j i„ una cierta ordenacion de los elementos de S. Usaremos una notacion en dos 

lineas para la permutacion 

. = Y 1 2 3 ••• "j 

\ti it it ... (» / 
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que no es mas que una variacion de la notacion para la aplicacion 

n : la = i I, 2« — 22 , 3a — it), .... tin = i„ 

De igual modo, si /j,y 2 , h , . . • . /„ cs otra ordenacion de los elemenlos dc S', escribiremos 

i. - 0 2 3 ■" !*) 

\h n n ... u) 

Por producto a » p entenderemos que a y II sc han de hacer cn ese orden. Asi, pues, una reordenacion 
de cualquier ordenacion de los elementos de S es simplemenie otra ordenacion dc estos. De modo que 
para cualesquiera a, p e S„, a » ft e S n y entonces es » una operation binaria sobre S„: 


Ejemplo 19: Sean a 


(1 2 3 4 5\ „ _ A 2 3 4 5\ 

U 3 4 5 l)' P ~ (l 3 2 5 4 j ■ V V 


A 2 3 4 5\ 
Vi 2 4 B 3/ 


ires de las 5! permutacioncs del conjunio S, de todas las ™-rmutaciones de S = {1,2, 3, 4, 5). 
Como cl orden de las columnas en cualquier permutacion no importa. se puede escribir 


tambien /( como II 
Entonces 

n ° ft 


Ct o c ! J en la que la linca superior de ft es la inferior de a, 
\ o i 5 4 1 / 


A 2 3 4 5\ „ (2 3 4 5 l\ 


A 2 3 4 5\ 

\ 2 3 4 5 1 / \3 2 5 4 \j 


\3 2 5 4 \) 


De igual modo. escribicndo a como / 1 3 2 5 4 \ se encucntra que ft ® a - f 1 2 •’ 4 5 

\2 4 3 1 5/ \2 4 3 1 5 

Dc modo que •> no es conmutativa. 


Escribiendo y como ( 3 2 5 4 1 ) , se (iene que 
\ 4 2 3 5 1 / 


(a 0 ft) » y 


/I 2 3 4 5\ i /3 2 5 4 li 
\ 3 2 5 4 1 / \4 2 3 5 \) 


A 2 3 4 5\ 
\ 4 2 3 5 1 / 


Averigiie el lector ft ° y - 


/ 2 3 4 5 1 \ 
\4 2 3 5 1 / 


y compruebe que (« ® /() » y - a o (/? <> y). Asi, 


pues, ■ cs asociativa en esle ejemplo. Ahora es fiicil demostrar que * cs associativa sobre S s y 
tambien sobre S„. 


La permutacion neutra o identica es J 


1 23451 
VI 2 3 4 5/ 


ya que evidentemente 


,0° " = a ° // = a, 


Por ultimo, intercambiando las dos lineas de a, tenemos 

/2 3 4 5 1\ _ /l 2 3 4 5\ 

\1 2 3 4 5/ “ V5 1 2 3 4) ~ 


pues a ob" 1 = t( 1 « a = . Ademiis, cs evidente que todo clemento de S s tiene un si- 

metrico. 


Se introduce ahora otra notacion para las permutaciones. La permutacion 

. = (' 2 8 4 6N ) 

\2 3 4 5 1/ 

del Ejemplo 19 se puede escribir en notacion delicti de la manera siguiente: (12345), interpretandose 
cl ciclo( 12345) como que 1 sc cambia por 2, 2 secambia por 3, 3 por 4, 4 por 5 y 5 por 1. La permutacion 

/l 2 3 4 5\ 

7 V 2 4 5 Z) 

puede escribirse como (345), significando el ciclo (345) que 1 y 2, los simbolos que faltan. no se cam- 
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bian, cn tanto que 3 se cambia por 4. 4 por 5 y 5 por 3. La permutacion p se puede escribir (23)(45). La 
interpretation es clara: 1 no cambia; 2 se cambia por 3 y 3 por 2; 4 se remplaza por 5 y 5 por 4. Lla- 
maremos a (23)(45) producto de ciclos. Notese que estos ciclos son disjuntos, esto es,' que no tienen sim- 
bolos en comun. Asi, pues, en notation ciclica es de esperar que una permutacion de n simbolos con- 
sista en un solo ciclo o sea producto de dos o mas ciclos mutuamente disjuntos. Claro que (23) y (45) 
son permutaciones de S = {1, 2. 3, 4, 5| y. por tanto, [I = (23) «= (45), pero seguircmos utilizando la 
yuxtaposicion para indicar el producto de ciclos disjuntos. HI lector vcrificara que a ° /? = (135) y que 
fi 'Ct = (124). En esta notation, la permutacion idcntica o neutra ./ sera denotada por (I). 

Vease Problema 1 1 . 

TRANSPOSICIONES 

Se llama transposition una permutacion tal como la (12) o la (25) en que.se intercambian sola- 

mente dos de los n simbolos de 5 = {1, 2, 3 n). Toda permutacion se puede expresarysi bien no 

en forma unica, como producto de transposiciones. / 

Ejemplo 20: Expresar las siguientes permutaciones: 

(a) (23), (6) (135), (c) (2345), (d) (12345) 

en S - (1,2, 3, 4, 5} como rcsultado de las transposiciones 

(а) (23) = (12) o (23) ° (13) = (12) “ (13) ° (12) 

(б) (135) = (13)o(15) = (15)o(35) = (15) ° (13) ® (15) o ( 13 ) 

(c) (2345) = (23) o (24) ° (25) = (25) ° (34) ° (35) 

(d) (12345) = (12)o(l3)o,i4)o(l5) 

Este ejemplo ilustra el 

Teorema V. Si una permutacion x de n simbolos sc expresa como producto de r transposiciones y 
asimismo como producto de s transposiciones, enlonces r y s son ambos pares o ambos 
impares. 

Para una dcmostracion. vease Problema 12. 

Una permutacion sc dice par (impar) si sc puede expresar como producto dc un numero par (impar) 
de transposiciones. En el Problema 13 se demuestra el 

/ \ 

Teorema VI. De las n\ permutaciones de n simbolos, la mitad son pares y la mitad impares. 

El Ejemplo 20 ilustra tambien-eL ' 

Teorema VII. Un ciclo de m simbolos se puede escribir como producto dc m — 1 transposiciones. 


SISTEMAS ALGEBRAICOS 

Gran parte del resto de este libro sc consagra al estudio de diversos sistemas algcbraicos. Tales 
sistemas se pueden cstudiar dc una de estas dos maneras: 

(«) Se empieza con un conjunto de clementos (por ejemplo, los numeros naturalcs o un conjunto iso- 
morfo a este), definiendo las operaciones binarias adicion y multiplication y derivando las leyes 
conocidas que rigen las operaciones con estos numeros. 

( h ) Se empieza con un Qonjunto S de elementos (no identificados); se define una operation binaria o; 
se establecen ciertos postulados. por ejemplo, que (i) ° es asociativa, que (ii) hay un elemento neutro. 
en S con respecto a (iii ) que todo elemento de 5 tiene un simctrico respecto de - cn y sc de- 

ducen los teoremas consiguientes. 

Ambos procedimientos se ilustraran aqui. En el capitulo proximo seguiremos el («) al estudiar los 
numeros naturales. 
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Problemas resueltos 

1. Demostrar que «es congruente con» en el conjunio T de los iriangulos dc un piano, cs una rela- 
tion de equivalencia. 

(i) <«; es congruente con a para todo a 6 7>> cs cierto. 

(ii) «Si u cs congruente con ft. cntonccs b cs congruente con n». es cicrto. 

(iii) «Si a es congruente con h y b lo cs con <-. entonces a es congruente con «•». cs ciirto. 

Asi, pues, «es congruente con» es una relacion de equivalencia sobre T. 

2. Demostrar que «<» en Z no es una relacion de equivalencia. 

(i) va < o» para todo oeZ no es cierto. 

(ii) «Si a < b. es b < a» tampoco es cierto. 

(iii) «Si a < b y b < c, entonces a < r» es cierto. 

Asi que «<» no cs una relacion de equivalencia en Z. (Notese que (i) o (ii) es suficicntc.) 

3. Sea 3t una relacion de equivalencia y supongase que c St a y c St h. Demostrar que a St b. 

Como c St a, tambien a St c (por la propiedad simetrica). Como a St c y c 0 b, entonces a St h (por la pro- 
piedad transitiva). 

4. Demostrar que si b 6 [a], entonces [6] = [a]. 

Sea St la relacion de equivalencia que define [a]. Por dcfinicion. b e [n] implica h 0 a y x e [ h ] implica x St h. 
Entonces v St a para todo x e [6] (por la propiedad transitiva) y [ft] C [oj- Repitiendo el ra/onamicnto con u St h 
(que resulta de la propiedad simetrica de St) y y St a (siempre que y e [a]) rcsulta [a] C [*1- Asi. pues, [ft] = [a], 
como se afirmaba. 

5. Demostrar que si [a] f] [ft] ^ 0, entonces [o] = [ft], 

Suponicndo que [a] D [ft] = {r. s, . . . ] sc ticnc [r] — [a] y [r] = [ft] (por el Problema 4), y [a] = [ft] 
(por la propiedad transitiva de = ). 

6. Demostrar que una relacion dc equivalencia St sobre un conjunto S produce una particion de .S' y 
reciprocamcnte, una particion de S define una relacion de equivalencia sobre S. 

Sea St una relacion de equivalencia sobre S y definase para cada peS, 


T r=[p]- xeS, x St p) 


Como p e [p], es claro que S es la union dc todos los subconjuntos dislimos T a . T h . T c . . . . inducidos por St. Pero 
para todo par de estos subconjuntos. como T b y T c . tenemos T b D T, = 0 porque si no T h - segun cl Pro- 
blema 5. Asi, pues. { T a , T b , T c , . . . } es la particion dc S' efectuada por St. 

Reciprocamcnte. sea { r„. 7 S . T,, . . \ una particion de S. Definase sobre S la relacion binaria St por /> St q 
si, y solamente si. hay un T, en la particion tal que p. q e 7",. Es claro que St es refiexiva y simetrica. Supongase 
p St q y q St r; entonces, por la definicion dc St. existen subconjuntos T. y T , (no necesariamente distintos) para 
los cuales p. q e 7] y q, r e T t . Pero como 7j- D T k ~ 0. entonces /j = T k . Como p. r e 7 ),. entonces p Stry .lt es 
transitiva. Asi que St es una relacion de equivalencia. 
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7. Hagase el diagrama del orden parcial de (a) el conjunto de subconjuntos de S = { a , b, c} indu- 
cido por la relacion binaria (C), (b) el conjunto B = {2, 4, 5, 8, 15, 45, 60} inducido por la relation 
binaria ( I ). 




Fig. 2-8 


Estas figuras no necesitan mayor elaboration una vez comprcndido que se ha de emplear un numero mi- 
nimo de segmentos. En la Fig. 2-7. por ejemplo, 0 no sc une direciamente a {a, b, c}, puesto que 0 C {a, b, c} 
viene indicado por cl camino 0 C (a) C [a. *1 C b, cj. Analogamente, cn la Fig. 2-8, los segmentos que 
unen 2 a 8 y 5 a 45 no son neccsarios. 


8. Demostrar que el eiemento neutro, si existe, respecto de una operacion binaria » sobre un con- 
junlo S es unico. 

Supongase lo contrario, es decir, que q, y q 2 scan elementos neutros de S. Como q, es un eiemento neutro, 
se tiene q t - q 2 = q 2 . pero como q 2 tambicn es eiemento neutro, se tiene asimismo q, " q 2 = q,. Asi, pues, 
h ” It ® <72 = q 2 ; y el eiemento neutro es unico. 


9. Demostrar que la multiplicacidn es una operation binaria sobre £={1,-1,/,--/} siendo /' = •/-?• 


La manera mas simple de haccrlo es formar la tabla adyacente, no- 
tando que cada cabeza de linca o columns es un eiemento tinico de S. 

El orden en que se pongan los elementos de S encabezando las en- 
tradas es indiferentc, pero siempre es algo ventajoso utilizar el mismo 
orden en ambos sentidos. 

El lector puede demostrar facilmente que la multiplication sobre S 
es asociativa y qonmutativa, que I es el eiemento neutro y que los sime- 
tricos de I, —1, i, — / son, respectivamente, 1, —1, —/',/. 


0 1 

1 1 


-1 


-1 


-1 

-1 

1 


i 


i 



— i 


-i 

i 




1 

-1 


Tabla 2-6 


10. Determinense las propiedades de las operaciones binarias - y □ definidas sobre S = {a, b, c, d] 
por las tablas siguientes: 


o 

a 

b 

c 

d 

a 

a 

b 

c 

d 

a 

a 

b 

c 

d 

a 

d 

a 

c 

b 

b 

b 

c 

d 

a 

b 

a 

c 

b 

d 

c 

c 

d 

a 

b 

c 

b 

d 

a 

c 

d 

d 

a 

b 

c 

d 

c 

b 

d 

a 


Tabla 2-7 


Tabla 2-8 
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La operacion binaria ° definida por la Tabla 2-7 es conmulativa (verifiquese que las casillas estan siluadas 
simetricamente respecto de la diagonal principal) y asocialiva (otra tarea). Hay un elemento neutro a (los en- 
cabezamientos dc columna son tambiin los elementos de la primera columna y los encabezamientos de fila son 
tambien los elementos de la primera fila). Los simetricos de a, b, c, d son, respectivamente, a, d,c, b (a ° a = 
b°d=‘C°c = d°b = a). 

La operacion binaria q definida por la Tabla 2-8 no es conmulativa (o □ c - c, c a a = h) ni asociati- 

va (a □ (b a c) = a a b = a, (a a b) d c = a a c = c). No hay elemento neutro y, por tanto, ningun ele- 

mento de S tiene simetrico. 

Como a a [do c ) = a $ d = (a □ d) ° (a □ c) y (t/° c) a a ± (d a a) ° (c □ a), □ no es distributiva ni 
a izquierda ni a derecha con respecto a •; como do(cnh)=cj*a = {d ■ c)a (d°b)y o es conmutativa, ° no 
es distributiva ni a izquierda ni a derecha con respecto a □ . 

11 . ( a ) Escribir las permutaciones (23) y (13)(245) con 5 simbolos en notacion de dos lineas. 

(6) Expresar los productos (23) ■> (13)(245) y (13)(245) ° (23) en notacion ciclica. 

(c) Expresar en notacidn ciclica las simetricas de (23) y de (13)(245). 

« m - (i i ! i S) y wmm = (l ) ! 1 if 

(13462) 

(12463) 

(o) La inverse de (23) es (j \ f J {) = (J 2 \ J {) = (23). 

La inverse de (13)(246) es (j J } J j) « (j J J J j) => < 13 >< 254 >- 


(b) (23)o(13)(245) = 

y 

(13)(245)o(23) = 


(1 2 3 4 6\ „/l 3 2 

11 3 2 4 5 J \3 1 4 

/l 2 3 4 5\ /3 4 1 

\ 3 4 1 5 2/ ° \ 2 4 1 


4 5\ _ /l 2 3 4 5\ 

6 2/ ~ \3 1 4 6 2/ _ 

5 2\ _ /l 2 3 4 5\ . 

63/ “ \2 4 1 5 3/ ~ 


12. Demostrar: Sea una permutacidn a de n simbolos expresada como producto de r Iransposiciones 
y tambien como producto d e s > r transposiciones. Entonces rys son ambos pares o ambos 
impares, 

Utilizando los simbolos diferentes x„ x„ x 3 , . x„, se forma el producto 
A = (x, - * 2 )(x, - * 3 )(x, -*<)••• (*, - *„) 

(* 2 ~ * 3 )(*2 -*«)•• • ( x 2 ~ *„) 


(*«-|-*n) 

Una transposicidn (u, u), donde u < v, sobre A tiene el efecto siguiente: (1) cualquier factor en que no en- 
tren ni x u ni x„ permanece invariable, (2) solo el factor x„ — x c cambia de signo, (3) los restantes factores, los 
que contienen x m o x„ pero no ambos, se pueden agrupar en parejas, (x„ - x J(x„ — x„), donde u < v < w, 
(*« - xJ(Xu — x„) donde u < w < v y (x„ - x„)(x«, — x„) con w < u < v todos los cuales permanecen inva- 
riables. Asi, pues, el efecto de la transposition sobre A es cambiar su signo. 

Ahora bien, el efecto de a sobre A es dar {—If A o (— If A segun que a se escriba como producto de r o 
de s transposiciones. Como {-If A = (-1X/4, tenemos A = (-1 f~'A, o sea que s - r es par. Asi, pues, rys 
son ambos pares o ambos impares. 


13. Demostrar que de las n ! permutaciones de n simbolos, la mitad son pares y la mitad impares. 

Denotense las permutaciones pares por p,,p 2 , p 3 , p u y las impares por q u q 2 , q 3 , . . . , q v . Sea I una 

transposicidn cualquiera. Entonces I c p if l » p 2 , I ° p 3 , . . . i •> p u son permutaciones de n simbolos, que son dis- 

tintas porque p t , p 2 , p 3 p u son distintasy son impares; asi que n ^ v. Tambien / q t , t ■■ q 2 , t ^ q s , . . . , t ■- q s 

son distintas y pares ; asi que i> £ u. Luego u = v = \n I 
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Problemas propuestos 

14 j,Cuales de las siguicntes son rclacioncs de equivalencia? 

«,) «Es semejante a., para el conjunto T de lodos los triangulos dc un piano. 

(6) «Tienc igual radio que» para lodos los circulos de un piano. 

(c) «Es el cuadrado de» para cl conjunto N. 

(d) «Tiene el mismo numero de vertices que>< para el conjunto de todos los poligonos dc un piano. 

(e) «C» para el conjunto de' conjuntos S = {/!. 8, C j. 

(/) «^» para el conjunto R. 

Re.sp. (n), (A), (</)■ 

15. (a) Demostrar que «es factor de» cn N cs reflexiva y transitiva. pero no simetrica-. 

(. b ) Demostrar que «cucsta dolar mas o menos» para xapatos de honihres cs reflexiva y simetrica. pero no 

transitiva. . 

(<•) Dar un cjcmplo dc relacion simetrica y transitiva, pero no reflexiva. .... 

(d) Deducir de |«). (A), (c) que dos propiedades dc las rellexiva, simetrica. transitiva de una relacion binana 

no implican la otra. 

16. Hacer el diagrama del orden partial de 
(o) A = {1,2, 3, 6} 

( b ) B = {1,2, 3, 5, 30,001 y (e) C - {1,3,5,15,30,451 
inducida en cada uno por la relacion (|). 

17. Sea S = {«. b, c. d, c./j ordenado por la relacion .3? como sc ve cn la 
Fig. 2-9. (a) Enumerar todos los pares x, y 6 .9 para los que x (H y. (A). Enu- 
merar los subconjumos dc tres elementos quo esten totalmemc ordenados. 



p" “conjunto ordenado dc subconjumos dc S en cl Problcma 7(«) tiene 0 como primer elcmento (tambien 
como elcmento minimal) y 5 como ultimo elemento (tambien como elcmento maximal). 

(A) el conjunto ordenado 8 del Problenta 7(A) no tiene primero m ultimo elcmento. iCuales son sus elementos 


minimal y maximal?. 

(<•) cl subconjunto C = {2. 4. 5. 15. 60) dc 8 del Problcma 7(A) carece de primero y 
son sus elementos minimales y maximales? 


ultimo elemento. (.Cutties 


19. 

20 . 

21 . 


uemosirar 411c. k>7*— not 

(a) In myltiplicaci6n es una operation binaria sobre S = {I. “U* F 2 ™ no sobrc ‘ 

(A) la adicion es una operacion hinaria sobrc 8 = {x: xeZ. x < 0). pero la multiplicacion no. 

Sea S = {A. B, C. D) dondc A = 0. 8 = {«. A). C = {«. e\. D = {«. A. c). Constrdyansc tablas que mucs. 
tren que U es una, operacion binaria sobre S pero que O no lo cs. 


Para las operaciones binarias . y o definidas sobrc S' = {«. A. c. d, e) por las Tablas 2-9 y 2-10. supongase que 
son asociativas e investiguense todas las demas propiedades. 



Tabla 2-9 


Tabla 2-10 


22. Sea S = {A. 8. C. D) donde A = 0. B — |ri). |C' = [a. A), D = {«. A. r). 

(a) Construyanse tablas para demostrar que U y f) son operaciones binarias sobre S. 

(A) Supongase la asoc ; atividad para cada operacion e investiguense todas las demas propiedades. 
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23. Para la operacion binaria sobrc S = {a, b, c. d, e,f g, li] 
definida por la Tabla 2-11, dese por scntada la asocia- 
tividad e invesliguense todas las olras propiedadcs. 

24. Demuestrese que ° definida cn el Problema 23 cs una 

operacibn binaria sobre los subconjuntos S 0 = {a}; 

5, = { 0 .c}, = {«,<•}, S , = {«,/}, S 4 - {«.*}. 

S s = {«. /'!. S 6 = {a, h, c, d), S 7 = {a, c. e, /}, 
S B = {a, c, g, h), pero no sobre los subconjuntos 
T, = jo, b) y T 2 = { «./, g} de S. 


25. Demostrar el Tcorema IV. Sugerencia: Suponer que y 
y z son simitricos de .v y considerese z« (.<">>) * (z->x)°y. 



c d e f g h 

f 


c d e 

dak 

a b f 

beg 

f h a 

e g c 

bed 
g f b 

Tabla 2-11 


f g h 
g e f 
e h g 
b f e 

c b d 
a d b 
b a c 
d c a 


26. (a) Demostrar que el conjunto N de los mimeros naturalcs respecto de la idicibn y el conjunto M = )2.v: x e N\ 
respecto de la adicibn, son isomorfos. Sugerencia : Utilizar n e N « 2n e M. 

(b) El conjunto N respecto de la adicibn, ies isomorfo al conjunto P = {2.v - 1 : x e N) respecto de la adicion? 

(c) El conjunto M de (a), ,;es isomorfo al conjunto P de (b)? 


27. Sean A y B conjuntos dotados de las operaciones respectivas -y □. Supongase que A y B son isomorfos 
y demuestrese: 

(a) Si la ley asociativa (conmutativa) se verifica en A, tambien se verifica en B. 

(b) Si A liene un elemento neutro u. entonces su correspondiente u' es el elemento neutro en B. 

(c) Si cada elemento de A tiene un simetrico con respecto a ■>, lo mismo ocurre con los elementos de B respec- 
to de cd. 


Sugerencia: En (a), sea aS A <-» o' SB, b •-> 6', c*-*c'. Entonces 

a o (6 ° c) «-» a' a (6' a c '), (a ° 6) ° c <-» (a' a 6') a c' 
y a°(b°c) = (a °b)°c implica a' o (6' □ c ') = (a' o 6') a «' 

28. Expresar cada una de las siguientes permutacioncs de 8 simbolos como producto de ciclos disjuntos y como pro- 
ducto de transposiciones (en numero minimo). 


(a) 


12 3 4 5 6 7 8 
2 3 4 1 5 6 7 8 


(b) 


1 2 3 4 5 6 7 8 
3 4 5 6 7 8 1 2 


(«) 


1 2 3 4 5 6 7 8 
3 4 1 6 8 2 7 5 


(d) (2468)°(348) (e) (15)(2468) o (37)(15468) (/) (135) o (3456) ° (4678) 


Respuesta parcial. (a) (1234) = (12)(13)(14) 

(o) (13)(246)(58) = (1 3)(24)(26)(58) 

(d) (28)(346) = (28)(34)(36) 

(/) (1637845) = (16)(13)(17)(18)(14)(15) 

Noia: Por comodidad, - se ha suprimido al indicar los productos de transposiciones. 

29. Demostrar que los ciclos (1357) y (2468) del Problema 28(b) son conmutativos. Establecer el leorema co- 
rrespondiente. 


30. Escribir en notacion ciclica las 6 permutacioncs sobre S = {I, 2, 3J, denotarlas en cierto orden por p x ,p t . p, 

p t y formar una tabla de productos p, ° p r 

31. Formar la tabla de operacion (producto) para el conjunto S = j(l), (1234), (1432). (13)(24)[ de permutaciones 
de cuatro simbolos. Mediante la Tabla 2-3 mostrar que S es isomorfo a B. 


Capitulo 3 


Los numeros naturales 


LOS POSTULADOS DE PEANO 

Hasta ahora hemos supuesto las propicdades dc los sistcmas de numeros que son necesarias para 
proporcionarnos ejemplos y ejercicios en los primeros capitulos. En este capitulo nos proponemos cons- 
truir el sistema de los numeros naturales suponiendo solamente unas cuantas de sus propiedades mas 
simples. Estas propiedades mds simples, conocidas como postulados (axiomas) de Peano por el mate- 
.matico italiano que los enuncio en 1899, se pueden establecer como sigue: ^ 

Sea un conjunto N no vacio. tal que 


Postulado I: 
Postulado II: 
Postulado III: 
Postulado IV : 
Postulado V: 


1 6 N. 

Para cada n e N existe un unico n* 6 N. llamado siguienie de n. 
Para cada n e N se tiene n* ± 1 . 

Si m.n 6 N y m* - n*, entonces m = n. 

Todo subconjunto K de N que tenga las propiedades 
(o) 1 e K 

(b) k* e K siempre que ke K 


es el mismo N. 


Primero veremos que, efectivamente, estas son propiedades bien conocidas de los numeros na- 
turales. Los Postulados I y II no requieren mas explicacion ; el III establece que hay un primer numero 
natural, el 1 ; el IV dice que distintos numeros naturales m y n tienen distintos siguientes m + 1 y n + 1 ; 
el V dice en esencia que cualquier numero natural puede alcanzarse comenzando con 1 y contando los 
siguientes consecutivos. 

Se observard que en las definiciones de adicion y multiplicacion sobre N que siguen no se acude 
a nada que sobrepase estos postulados. 

ADICION SOBRE N 

La adicion sobre N se define por 

(j) n + 1 = n* para todo n e N. 

(ii) n + m* = (n + m)* siempre que n + m este definido. 

Se demuestra que la adicion estd regida por las leyes siguientes: 

Para cualesquiera m,n,p e N, 

Ay. Ley de clausura n + m 6 N 

A 2 . Ley conmutativa n + m = m + n 

A 3 . Ley asociativa m + {n + p) = (m + n) + p 

A 4 . Ley de cancelacion Si m + p = n + p, entonces m = n 
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MULTIPLICACION SOBRE N 

La multiplicacidn se define por 

(iii) n ■ 1 = n. 

(iv) n • m* = n ■ m + n siempre que n ■ m este definido. 

Se demuestra que la multiplicacion se rige por las leyes siguientes: 
Para cualesquiera m,n, p e N 


M,. 

Ley de clausura 

n • m e N 

m 2 . 

Ley conmutativa 

m ■ n = n ■ m 

m 3 . 

Ley asociativa 

m • (n ■ p) = (m • n) • p 

M*. 

Ley de cancelacion 

Si m ■ p = n ■ p, entonces m = n 


La adicion y la multiplicacion siguen las leyes distributivas: 

Para cualesquiera m, n, p e N, 

Di. m-(n + p) = m-n + m-p ^ 

D 2 . (n + p)-m = n - m + p-m 

INDUCCION MATEMATICA 

Sea la proposicion 

P(m): m* m, para todo m e N 

Demostraremos ahora cdmo se puede establecer esta proposicidn solamente mediante los Postu- 
lados I-V. Definamos 

K = {k: k e N, P(k ) es cierto} 

Como 1 e N (Postulado 1) 

y 1*^1 (Postulado III) 

Entonces P(l) es cierto y 1 e K 

Sea ahora k cualquier elemento de K: entonces 

(a) P(k) : k* *k 

es cierto. Pero si (A:*)* = k* se sigue por el Postulado IV que k* = k en contradiccion con (a). Por tanto, 

P(A-’ ! ) : (A:*)* ¥■ Ir- 

es verdadero y entonces k* e K. Asi, pues, K tiene las dos propiedades enunciadas en el Postulado V ; 
de modo que K = N y la proposicion es valida para todo m e N. 

A1 establecer la validez de la proposicidn anterior, hemos probado al mismo tiempo el siguiente 

Principio de induccion matematica 

Una proposicion P(m) es cierta para todo m eN siempre que: 

r P{1 ) sea cierto 

y que para todo k e N, P{k) cierto implique P{k*) cierto 

Las diferentes leyes A,-A 4 , M r M„, D,-D 2 se pucden basar en la induccion matematica. Asi se 
establecen A, en el Ejemplo 1, A 3 en el Problema 1, A a en los Problemas 2 y 3 y D 2 en el Problema 5. 
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Ejemplo 1: Demostrar la ley de clausura: n + me N para cualesquiera m.-neN. 

Tenemos que demostrar que n + m esta dcfinido (es un numero natural) por (i) y (ii) para 
cualesquiera m, n e N. Supongase que n sea cierto numero natural fijo y considerese la pro- 
position 

P(m) : n + m € N, para todo m £ *V 

Como /’(l): n + 1 e iV 

cs cierto puesto que n + I = n* (por (i)) y n* e N (por el Poslulado II). Supongase en seguida 
que para algun k e N 

(a) P{k) : n + ke N e s cierto 

sc deduce entonces que /'(**) : n + fc' £ N 

es cierto puesto que n + A* = (n + *)* (por (ii)) y (n + *)* e N siempre que »t(eN (por 
el Poslulado II). Asi que. por induction. P{m) es cierto para todo me N y como n era cual- 
quier numero natural, queda probada la ley de clausura para la adicion. 

En vista de las leyes de clausura A, y M„ la adicion y la multiplication son (vease Capitulo 2) ope- 
raciones binarias sobre N. Las leyes A 3 y M 3 sugieren como aefinicioncs para suma y rtroducto dc tres 
elementos a t , a 2 , a } e N, f 

(v) Oi + a-i + a 3 = (ai + aj) + a 3 = ai + (ae + fls) 
y 

(vi) ai - a 2 -aj = (a — fli ‘ (tie ' ds) 

N'otese que para una suma o producto de tres numeros naturales se pueden insertar parentesis a vo- 
luntad. La suma de cuatro numeros naturales se examina en el Problema 4. El caso general se deja como 
ejercicio. 

En el Problema 6 demostramos el 

Teorema I. Todo elemento n t 1 de A' es el siguiente de algun otro elemento de N. 

RELACIONES DE ORDEN 

Para cualesquiera m,n eN definimos «<» por 

(vii) m < n si, y solamente si, existe algun p e N tal que m + p = n. 

En el Problema 8 se demuestra que la relacion < cs transitiva, pero no reflexiva ni simetrica. Por 
el Teorema I, 

1 < n para todo n ^ 1 

, y por (i) y (vii), n < n* para todo n e N 

Para cualesquiera m,n e N definimos «>» por 

(viii) m > n si. y solamente si, n < m 

De aqui se sigue 

La ley de tricotomia : Para cualesquiera m.ne N se verifica una, y solo una, de las siguientes relaciones : 

(a) m = n, ( b ) m < n, (c) m > n 

Para una demostracion, vease el Problema 10. 
Otras consecuencias de las relaciones de orden son los Tcoremas II y IT: 

Teorema II. Si m, n e A' y m < n, entonces para todo p e N 

(a) m + p < n + t p ( b ) m- p < n- p 

y reciprocamente. si (a) o ( b ) son ciertas para algun p e N, entonces m < n. 
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Teorema II'. Si m, n e N y m > n, entonces para todo p eN 

(a) m + p > n + p 

(b) m-p > n-p 

y reciprocamente, si (a) y ( b ) son ciertas para algun p e N, entonces m > n. 

Como el Teorema II' no es mas que el Teorema II con my n cambiadas, es claro que la demostra- 
cion de una parte del Teorema II (vease Problema 1 1 ) demuestra la parte correspondiente del Teorema II'. 
Las relaciones «menor o igual que» (£) y «mayor o igual que» ( i) se definen como sigue: 

Para m,neN, m ^ n si m < n osi m = n 

m fen si m = n osi m > n 

Sea A un subconjunto cualquiera de N (esto es, A C N). Un elemento p de A se dice elemenio mi- 
nima de A si p =s a para todo a e A. Notese que en el lenguaje de los conjuntos, p es el primer elemen- 
to de A con respecto al orden En el Problema 12 se demuestra el 

Teorema III. El conjunto N es bien ordenado. 

MULTIPLOS Y POTENCIAS 

Sea a e S, sobre el cual se han definido las operaciones Wnarias + y •, y hagase 

la = a a 1 = a 

y (A; + l)a = ka + a a** 1 = a* -a 

siempre que ka y a* esten definidos para k e N. 

Ejcmplo 2: Como la = a y a 1 = a, se tienc 

2a — (1 + l)a = la 4- la = a + a y a 2 = a 1 + l = a**a = a*a 

3a = (2 + l)a = 2a -f- la — a + a + a y a 3 — a 2 * 1 — a 2 ■ a = a • a • a 


Debe tenerse en cuenta aqui que en el Ejemplo 2 el + en 1 + 1 y el + en a + a han de conside- 
rate por completo distintos, pues el primero denota adicion en iV y cl scgundo en S. (Podria ser util 
denotar las operaciones S por © y O.) En particular, ka = a + a + • • • + a es un multiplo de a y 
se puede escribir como k ■ a solamente si A: e S. 

Mediante el principio de induccion, se pueden demostrar las siguientes propiedades para cuales- 
quiera a,b e S y cualesquiera m, n e N: 


(ix) ma+na = ( m + n)a 

(x) m(na) = (m • n)a 

y, si + y • son conmutativas sobre S, 

(xi) na + nb = n{a + b ) 


(ix) ' a'" -a" = a mtn 

(x) ' (a")" 1 = a m " 


(xi)' a n -b n = ( ab )" 


CONJUNTOS ISOMORFOS 

Ya es evidente que el conjunto {1, 1*, (1*)*, . . . } dotado de las operaciones y relaciones en el de- 
finidas, solo difiere por los simbolos empleados del familiar sistema {1, 2, 3, . . . [ dotado de las opera- 
ciones y relaciones usuales. Si un romano hubiese escrito este capkulo es claro que hahria iiegado a 
la misma conclusion con su sistema {I, II, III, . . . }. Se dice simplemente que los tres son ::-s 
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Problemas resueltos 

1. Dcmostrar la ley asociativa A 3 : m + (n + p) = [m + n) + p para cualesquiera m,n,p e N. 

Sean m y n dos numeros naturales dados y considerese la proposition 

P[p): m + (n + p) = (m + n) + p para cualesquiera peN 

Primero verificamos la validez de P(l): m + (n + 1) = (m + n) + 1. Por (0 y 00. pagina 30, 
tu + (n+l) = m + n* = (m + n)* = (m + n) + 1 

y P(l) es cierto. 

En seguida, supongase que para algun fc e N se verifica 

P(fc) : m + (n + k) = (m + r) + k 

Hay que demostrar que esto implica que 

P(fc •) : m + (n + fc*) = (m + n) + fc* 

es verdad. Por (ii), m + (n + k*) = m + (n + fc)* = [m + (n + fc)]* 

y (m + n) + fc* = [(m + n) + fc]* 

Entonces, siempre que /’(fc) sea cierto, 

m-f(„ + fc>* = [m + (n + fc)J* = [(m + n) + k]* = (m + n) + fc* 
y P(fc*) es cierto. Asi, pues, P(p) es cierto para todo peNy corao m y n son cualesquiera numeros naturales, que- 
da demostrada A 3 . 

2. Demostrar que P(n): n + 1 = 1 + n para todo n e N. 

Evidentemcnte. P(l) = 1 + 1 = 1 + 1 es verdad. Supongase ahora que para algun ke N, 

P(k) : k + 1 = 1 + k 

sea cierto. Hay que demostrar que esto implica 

P(fc*) : fc* + 1 = 1 + fc* 

Mediante la aplicacion sucesiva de la definicidn de fc*, de A 3 , de la suposicidn que P(fc) es cierto, y de la defini- 
cion de fc*, se tiene 

1 + fc* = l + (fe + l) = (l + fc) + l = (fc+l) + l = fc* + 1 
Asi que P(fc*) es cierto y queda demostrada P(n). 

3. Demostrar la ley conmutativa A 2 : m + n = n + m para todo m,n e N. 

Sea n un niimero natural dado, pero arbitrario, y considerese 

P(m): m + n = n + m para cualquiera me N 

Por el Problema 2, P(l) es cierto. Supongase que para algun fc e N sc verifica 

P(fc) : fc + n = n + fc 

Entonces 

fe*+n = (fc + 1) + n = fc+<l + n) = fc + (n + l) = fc + n* = (fc + n)* = (n + fc)* = n + fc* 

Asi, pues, p(fc*) : fc* + n = n + fc* 

es cierto y se siguc A 2 . 

El lector comprobara cuidadosamente que la sucesion de igualdades anterior se obtiene utilizando tinica- 
mente las definiciones, postulados, las leyes de la adicion demostradas y, desde luego. la suposicion basica de que 
P(fc) es cierto para algiin valor arbitrario ke N. Tanto en esta demostracion como en las que vengan luego, se so- 
brentiende que cuando no se cite el porque de un paso dado en la demostracion, el lector ha de suplirlo. 
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4. (o) Sean a lt a 2 , a 3 , a 4 e N y definase a 2 + a 2 + a 3 + a 4 = (a t + a 2 + a 3 ) + a 4 . Demostrar que 
se pueden intercalar parentesis a voluntad en + a 2 + a 3 + o 4 . 

Ulilizando (v), tenemos a, + a 2 + a 3 + a, = (a, + a 2 + a 3 ) + a, = (a, + a 2 ) + a 3 + a., = (a, + a 2 ) + 

(a 3 + a,) = a, + a 2 + (a 3 + a t ) = a, + (« 2 + a 3 + a*), etc. 

(b) Para b,a u at,a3 e N, mostrar quc b-(ai+a 2 + a 3 ) = 6 • a, + b • a 2 + b • a 3 . 

6 • (a, + a 2 + a 3 ) := 6 • ((o, + o 2 ) + a 3 ] = b • (a, + a 2 ) + 6 • a 3 = 6 • a, + 6 • a 2 + 6 • a 3 


5. Demostrar la ley distributiva D 2 : (n + p) • m = n ■ m + p ■ m para cualesquiera m,n,p e N. 
Supdngase dados n y p y considerese 

P{m) : (n + p) • m = n-m + p-m para todo m 6 N 

Mediante A, y (iii) se ve que es cierto 

P(l): (n + p)-l = n+p = n-l + p-1 

Supdngase que para algiin ke N se verifica 

P(k) : (n + p) • k = n • k + p • k 

Entonces (n + p)"fe* = (n + p) ■ A: + (n + p) = n • k +jp • fc + n + p 

= n’k + (p'k + n) + p = n • k + (n + p • k) + p 
= (re • A: + n) + (p ■ k + p) = n • fc* + p • k* 

Asi, pues P(k‘): (n + p)-k* = n-k‘ + p-k* 

es cierto y queda demostrada D 2 . 


6 . Demostrar que: Todo elemento n =£ 1 de N es el siguiente de algun otro elemento de N. 

Primero observamos que el Postulado III excluye el 1 como siguiente. Dendtese por K el conjunto formado 
1 por el elemento 1 y todos los elementos de N que son siguicntes, es decir, 

K = {k: k e N, k = 1 o k = m* para algdn me N} 

Pero todo ke K tiene un siguiente unico, k’ e N (Postulado II) y como k* es un siguiente, tenemos k* e K. En- 
tonces K = N (Postulado V). Luego. para todo n e N se tiene o bien n = 1, o bien n = m* para algun me N. 

7. Demostrar: m + n m para cualesquiera m, n e N. 

Sea n un numero dado y considerese P(m): m + n m para todo me N. Por el Postulado 111, P(1 ): 1 + n f I 
es cierto. Supdngase que para algiin ke N se verifica 

(a) P(k): k + n * k 

Ahora bien, (k + «)• 4 k* pues por el Postulado IV, (k + «)* = k* implica k + n = k en contradiccidn con («). 
As!, pues, 

P(k*) : fc* + re * fc* 

es cierto y el teorema queda demostrado. 


8. Demostrar que < es transitiva, pero no reflexiva ni simetrica. 

Sean m, n, pe N y supdngase que m < ny n < p. Por (vii), existen r, se N tales que m + r = nyn + s = p 
Entonces 


n + s = (m + r) + s = m + (r + s) — p 


Con lo que m < p y < es transitiva. 
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Sea n e A. Ahora bien, n < n es falso, pues si luera cierio, existiria aigun k e A tal que n + k = n en contra 
del resultado obtenido en el Problema 7. Asi, pues. < no es reflexiva. 

Finalmente, scan m, n e A y supongase in < n y n < in. Como < es transitiva. se sigue que m < m en con- 
tradiccion con lo visto en el parrafo anterior. Asi que < no es simctrica. 

9. Demostrar que 1 e£ n para todo n e N. 

Si n = 1, la igualdad se verifica; para otro caso. por el Problema 6, n = m* = m + 1, para aigun m e A 
y se tiene la desigualdad. 

10. Demostrar la Icy de tricotomia: Para cualesquiera m, n e N sc verifica una dc las siguicntes 
relaciones y solo una 

(a) vi -n (b) m <n (c) m>n 

Sea m cualquier elemento dc A' y constriiyanse los subconjuntos 

A, = {m}, A 2 = {* : x £ A, x < m }, A a = {* : x S A, x > to} 

Vamos a demostrar que {A,, N 2 , A 3 j es una particion de A con respeclo a { = , <, > }. 

(1) Supongase m = 1; cntonces A , = { I }, A 2 = 0 (Problema 9) y A 3 = { x : xe N, x > I). Es claro que 
,V, U N 2 U N 3 = N. Para complctar, pues, la demostracidn en esle caso, solo queda por comprobar que 

N,rN, = N,n n } = jv 2 n = 0 - 

(2) Supongase m ± 1. Como I e N 2 , se sigue que 1 e N, U N 2 U N,. Tomese ahora cualquier n # I 6 Nl U 

N 2 U N a . Hay Ires cases posibles por examinar: ' 

(i) n e A,. Aqui, n = m y entonces n* e N a . 

(ii) n 6 N 2 demostrar que n + p = m para aigun p 6 N. Si p = I, es n* = m e N , ; si p + I de modo que 
p = I + q para aigun q e N, c% n* + q ~ m y entonces n* e N 2 . 

(iii) n 6 N y Aqui h* > n > in y asi n* e A,. 

Por consiguiente, para todo n e N. 

ne N, \J N 2 \J A, implica n* e A, U A 2 IJ A 3 

Como I s A, U Aj U A 3 se concluye que A = A, U A 2 U A,. 

Ahora bien, mi N 2 , porque m ^ m; luego A, fl Aj = 0. Del mismo modo, m ^ m, y entonces 
A, H A 2 = 0. Supdngase que A 2 O A, = {/>} para aigun p e A. Entonces, p < m y p > m o, lo que es 
lo mismo, p < m y m < p. Como < es transiliva tenemos p < p, que es una contradiccion. Asi, pues. he- 
mos de concluir que A 2 n A 3 = 0 y la dcmostracion queda completa para este caso. 

11. Demostrar que : si m, n e N y m < n, entonces para lodo/r e A, m + p < n + p y reciprocamcnte. 

Como m < n existe aigun k e A tal que in + k - n. Luego 

n + p = (to + k) + p = TO+fc + p = m + p + k = (m+ p) + k 

y entonces m + p < n + p 

Para la reciproca, supongase m + p < n + p. Entonces, o bien m - n. o bien m < n, o bien m > n. Si 
m = ii, entonces m + p = it + p; si m > n. entonces m + p > n + p (Teorema II') Como esto contradice 
la hipolesis, se concluye que m < n. 

12. Demostrar que el conjunto N es bien ordenado. 

Sea un subconjunlo cualquiera S 4 0 de A. Hay que demostrar que S tiene un elemento minimo. Esto 
es cierto si I e S. Supongase que 1?S: entonces I < s para todo seS. Designese por K el conjunto 

K = {k: k e A, k ^ .v para todo s e S } 

Como I e K. entonces K ± 0. Ademas. K A; por tanlo. debe existir un r e K tal que r* 4 K. Pcro este r e S. 
pues si no, r < s, y entonces r* s para todo s e S. Pero con ello se tendi ia r * e K, en contradiccion eon lo 
supuesto respeclo dc r. Asi que S tiene un elemerlto minimo. Y como S era cualquier subconjunto no vacio de A, 
se tiene. pues, que todo subconjunlo no vacio de A tiene un elemento minimo y, por lanto, A es bien ordenado. 
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Problemas propuestos 

13. Demostrar por induction: 1 -n = n para todo neN. 

14. Demostrar por induction: (a) M,. ( b ) M 2 , (r) M 3 . 

Sugerencia: Utilizar el resultado del Problema 13 y D 2 cn (6). 

15. Demostrar: (a) D, siguiendo el Problema 5. ib) D, mediante M 2 . 

16. Demostrar: (a) (nt + n*)* = m* + n* 

( b ) (»«•«*)• = wn + m* 

(e) (m* • n*)* = m* + m • n + n* 
siendo m,n e N. 

17. Demostrar: (a) (to + n) • (p + q) = (m ■ p + m • q) + (n • p + n • q) 

(b) m • (n + p) • q = (to • n) • q + m • (p • q) 

(c) m* +n* = (m + n)* + 1 
id) to* • m* = (m • n)* + m + n 

18. Scan m. n.p.qeN y definase m ■ n • p • q = (m • n ■ p) ■ q. (u) Demq&trar que se pueden intercalar parentesis 

a voluntad en m ■ n ■ p ■ q. ( b ) Demostrar que m ■ (n + p + q) = nf ■ n + m ■ p + m • q. 

19. Identifiquese S = {.r: xeN, n < x < n* para todo neN). 

20. Si m, n, p, qe N y si m < n y p < q demostrar: (a) m + p < n + q. (b) m ■ p < n • q. 

21. Sean m.ne N. Demostrar: (a) Si m — n, entonces k* • m > n para todo k e N. ( b ) Si A-* • m = n para algun k 6 N, 
entonces m < n. 

22. Demostrar A 4 y M 4 con la ley de tricotomia y los Teoremas II. pagina 32, y 11', pagina 33. 

23. Para todo me N definir m' = my m p * 1 = m p ■ m siempre que m p este definido. Si m, n, p, qe N. demueslrese: 

(a) m" • m- = m p '\ ( b ) (m p f = m" \ (c) (m • nY = m p ■ n". (d) (1 f = 1. 

24. Con m.ne N mostrar que (a) m 1 < m ■ n < n' si m < n. (6) m 2 + n 2 > 2m • n si m ± n. 

25. Demostrar por induccion quo para todo neN: 

(a) I 4 2 + 3 + • • • + n = jn(n + I ) 

(b) 1 J + 2 J + 3 2 + - - • + n 2 = Jn(n + l)(2n + 1) 

(c) l J + 2 s + 3 3 + ••• + n } = Win + 1) J 

26. Con «!, a 2 , a 3 , . . . . a, e N definase a, + a 2 + o 3 + - - • + a, - (a, + a 2 + «j + • • • + para k = 

3,4,5 n. Demostrar: 

(a) a, + « 2 + a, + • • • + a, = (a, + a 3 + a } + ■ ■ ■ + a,) + (« f4 , + a r42 + «,*, + ■•• + aj 

(b) En una suma de n nutneros naturalcs sc pueden intercalar parentesis a voluntad. 

27. Demostrar cada una de las siguientes formas diversas del principio de induccion. 

(а) Sea una proposition Pin) asociada a cada neN. Entonces Pin) cs cierta para todo neN si: 

(i) Pll) es cierto. 

(ii) Para todo m e N la suposicion de que Plk) es cierta para todo k < m. implica que Pirn) es cicrta. 

(б) Sea h un cierto numero natural dado, y sea una proposition Pin) asociada con cada numero natural n ^ b. 
Entonces Pin) es cierta para todos los valorcs dc n siempre que: 

(i) Pib) sea cicrta. 

(ii 1 Para todo m > h la suposicion de que Pik) es cierta para todo k e N la I que h ^ k < m impiique Ptmi 
es cierta. 


Capitulo 4 


Los enteros 


INTRODUCCION 

El sistema de los numeros naturales tiene un defecto manifiesto en que dados m, s e N, la ecua- 
cion m + x = s puede tener o no tener solucion. Por ejemplo, m + x = m carece de solucion (vease 
Problema 7, Capitulo 3), mientras que la m + x = m* tiene la solucion x = 1. Es sabido que esto se 
remedia anadiendo a los numeros naturales (Uamados entonces enteros positivos) el cero y los enteros 
negativos para formar el conjunto Z de los numeros enteros. 

En este capitulo se muestra como puede construirse el sistema de los enteros a partir dpi sistema 
de los numeros naturales. Con tal fin se forma el conjunto producto 

L = N x N = {(s,m ) : s & N , m e N) 

No se dira ahora, por ejemplo, (s, m) es una solucion de m + x = s. Pero quede claro que se precede 
como si ese fuera el caso. Notese que si (s, m) fuera solucion de m + x = s, entonces (s, m) seria tambien 
solucion de m* + x = s', que a su vez tendria como solucion (s*, m*). Esta observacion sugiere la 
particion de L en clases de equivalencia tales que (i, m) y (j*. m*) sean elementos de la misma clase. 

RELACION BINARIA ~ 

Sea la relacion binaria «~», lease «equivalente», definida para cualesquiera (.?, m), (/, n) e L por 
(.?, m) ~ ( i , n) si, y solo si, s + n = t + m 
Ejemplo 1 : (a) (6, 2) ~ (9, 6) pues 5 + 6 = 9 + 2 

(6) (5, 2) + (8, 4) pues 5 + 4 * 8 + 2 

(c) (r, r) ~ (s, 8) pues r + « = « + r 

(d) (r*,r) ~ (*•,*) pues r* + s = s* + r 

(e) (r*. «*) ~ (r, s) pues r* + s = r+«* 
siempre que r,s e N. 

Entonces ~ es una relacion de equivalencia (vease Problema 1 ) que induce en L una particion en 
clases de equivalencia J = {[s, m], [/, «],...} donde 

[s,m] = {(a, b) : (a,b) G L, (a,b) - (s,m)) 

Recordemos del Capitulo 2 que (s, m) e [s, m] y que si (c, d) e [s, m], entonces [c, d] = [i, m\ Asi, 
pues, 


[s,m\-[t,n] si. y solo si, (s,m) ~ (t,n) 

Vamos a demostrar ahora que el conjunto ./ de clases de equivalencia de L respecto de ~ es, aparte 
los simbolos empleados, el conjunto ya conocido Z de los enteros. 
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ADICION Y MULTIPLICACION SOBRE J 

La adicion y la multiplicacion sobre J se definiran, respectivamente, por 

(i) [s, »n] + [«, n] = [(s + f), (m + n)} 

(ii) [s,m] • [t,n] = [(s- 1 + m- n), (s-n + m- 1)] 
para cualesquiera [s, m),\t,n\ G 

La inspection de los segundos miembros de (i) y (ii) muestra que se cumplen las leyes de clausura 
A,. x + y eJ para cualesquiera x,y ei 

y 

M|. x ■ y e J para cualesquiera .v, y e J 

En el Problema 3 se demuestra cl 

Teorema I. La elase de equivalencia a la que pertenece la suma (producto) de dos elemenlos pertene- 
cientes a sendas clases de equivalencia de J es independiente de los elementos particu- 
lares elegidos. 

Ejemplo 2: Si (a, 6), (c, d) € [*, m] y («,/), (g, h) £ no solo se tiene 

[a.b] = [c,d] = [s,m] y (*,/] = \g, A] = [t. n] 
sino tambien por el Teorema I 

(a, 6] + [«,/) = (c, rf) + [fir, AJ = [«, m] + |f, n] 

y [a. 6] • |c, /) =([«,«*]• [p, A] = |«,m) • [t,«] 

El Teorema I tambien se puede enunciar como sigue: La adicidn y la multiplicacion sobre J son 
compatibles con la relacion de equivalencia y, por tanto, bien definidas. 

Mediante las leyes conmutativa y asociativa para la adicion y la multiplicacidn sobre N , no es di- 
ficil demostrar que la adicidn y la multiplicacidn sobre J obedecen a las mismas leyes. La ley asocia- 
tiva para la adicidn y una de las leyes distributivas se demuestran en los Problemas 4 y 5. 


LOS ENTEROS POSITIVOS 

Sea r e N. De I + r = r* se sigue que r es solucion de 1 + x = r*. Considerese ahora la apli- 
cacion 

[n*,l]««, neN ( l ) 

Para esta transformacidn encontramos 

[r*,l] + [s*,l] = [(r*+s»), (1 + 1)] = [(r + s)*, 1] <-» r + s 

y 

[r*, 1] • [s*, 1] = [(r* • s* + 1 • 1), (r* • 1 + s* • 1)] = ((r-s)*, 1] « r-s 

Asi que (/) es un isomorfismo del subconjunto {[«*. l]:n 6 N\ de J sobre N. 

Supongase ahora que [i, m] = [r*, 1], Entonces ( 5 , m) ~ (r*. 1 ), s = r + m y s > m. Lo cual 
sugiere definir el conjunto Z + de los enteros positivos por 

Z + = {[i, m\. [i, m] e J , s > m) 

En vista del isomorfismo (/) el conjunto Z* puede sustituirse por el conjunto N donde quiera que este 
ultimo resulte mas comodo. 
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EL CERO Y LOS ENTEROS NEGATIVOS 

Sean r,seN. Se tiene que [r, r] = [s, s] para cualesquiera r y s y [r, r] = [s, t] si, y solo si, t = s. 
Definimos el entero cero, 0, como el que corresponde a la clase de equivalencia [r, r], r e N. Sus pro- 
piedades conocidas son 

|s,m] + [r,r] = |s,to] y [s f m]-[r,r] = [r,r] 

demostradas en los Problcmas 2(b) y 2(c). La primera de estas es la que lleva a designer el cero como 
elemento neutro de la adicion. 

Por ultimo, definimos el conjunto Z" de los enteros negativos por 

Z" = { [s, to] : [s, to] € ( ], s < to) 

Se sigue ahora que para cada entero [a, b],aj=b existe un unico entero [/>, a] tal que [vease Proble- 
ma 2 (t/)] 

[a, 6] + [6, a] = [r.r] «-♦ 0 ( 2 ) 

Se denota [/>, a] por — [a, 6] y se le llama opuesio de [a, b~\. La relation (2) sugiere la designation [6, a] 
o — [a, b] como el simetrico aditivo de [a, b~\. 


LOS ENTEROS 


Sean p, q e N. Por la ley de tricotomia para los numeros naturales, hay tres posibilidades 

(a) p = q, de donde [p, 9] = [q, p] «-» 0. 

( b ) p < q. de modo qu ep + a-q para cualquieraa eN\ entoncesp + a* = q+ 1 y [17, p] = [a*. l]«-*a. 

(c) p > q. de modo que p — q + a para cualquiera a e N y [p, q ~\ «-» a. 

Supongase que [p. q]'~ t n e N. Como [9, p] = — [p, <?], introduciremos el simbolo — n para 
denotar el opuesto de n e N y escribiremos [p, p] «-» —n. Asi. cada clase de equivalencia de J se apli- 
ca ahora sobre un elemento unico de Z = {0, +), +2, . . . }. Que J y Z son isomorfos se sigue inme- 
diatamente una vez establecidas las propiedades conocidas del signo menos. Sin embargo, al demos- 
trar la mayoria de las propiedades fundamentales de los enteros, suele ser conveniente el utilizar las 
correspondientes clases de equivalencia de 

Ejemplo 3: Sean a. he Z. Mostrar que (-</)•/>= -(a ■ b). Sea a — [j, m] dc modo que -a m [w, s] y 
sea b «-» [/. «]. Entonces 

(-a) • 6 «-* [m, «) • («, n] = ((m • t + s • n), (m • n + a • t)] 
y a • 6 <-» [*, m] • [f, n) = [(a • t + m • n), (* • n + m • t)] 

Como —(a -6) «-» [(g • « + m • t), (* • t + m • n)] *-* [(-a) • 6] 


resulta que 


(-a)-b = -( o-6 ) 


Veanse Problemas 6-7. 


RELACIONES DE ORDEN 

Para a, b € Z, sea a *-* [i, m] y b [/, n\. Las relaciones de orden «<» y «>» entre los enteros 
se definen por 

a < b si, y solo si, (s + n) < (1 + m) 
y a > b si, y solo si, (s + n) > (1 + to) 

En el Problema 8 se demuestra la ley de tricotomia : para cualesquiera a, b e Z, se verifies una. 
y solo una, de las siguientes relaciones 

(a) a = b. ( b ) a < b, (c) a > b 
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Si a, b, c 6 Z, se tiene: 

(1) a + c < d + c si, y solo si, a < b. 

(1') a + c > b 4 c si, y solo si, a > b. 

(2) Si c > 0, es a • c < b • c si, y solo si, a < b. 

(2') Si c > 0, es a • c > b f - c si, y solo si. a > b. 

(3) Si c < 0, es a • c < b • c si, y solo si, a > b. 

(3') Si c < 0, es a • c > b • c si, y solo si, a < b. 

Para las demoslraciones de (L) y (3), veanse Problemas 9-10, 

La ley de cancelacion para la multiplicacion sobre Z, 

M„. Si z # o y si x • z = y • z, es x = y 

puede demostrarse ahora. 

Como consecuencia inmediata, se tiene el 

Teorema II. Si a, b 6 Z y si a ■ b = 0, entonces o bien a = 0 o bicn b = 0. 

Pan) una demostracidn, vcasc Problema 11. 
Las relaciones de orden permiten escribir los cnteros cn el orden acostumbrado 

.... -5, -4, -3, -2, -1, 0, 1, 2. 3, 4, 5, . . . 

y su representacion por puntos igualmente espaciados cn una recta. Entonces «u < b» significa «a esta 
a la izquierda de b» y «a > b» significa «<» csta a la derecha de b». 

, 1 1 1 1 1 i L 

-1012346 

Fig. 4-1 

De esta ordcnacion de los enteros se infiere el 
Teorema III. No existe ningun n e Z + tal que 0 < n < 1. 

Este teorema (vease Problema 12 para una demostracidn) es una consecuencia del hccho de que 
el conjunto Z + dc los enteros positivos (por ser isomorfo al N) es bien ordenado. 

SUSTRACCION «-» 

Se define en la sustraccion « — » por a — b = a + ( — b). La sustraccion es evidentemente 
una operacion binaria sobre Z. Sin embargo, no es conmutativa ni asociativa, si bien la multiplicacion 
es distributiva respecto de la sustraccion. 

Ejemplo 4: Demostrar: a — (6 — c) ¥■ (o— 6) — c con a,b,c € Z y c ¥• 0. 

Scan a *-* [s.m], b «-» [t.n), y [h, p], Entonces, 
b — c = b + (-c ) «-* |(( + p), (n + u)] 

-( b — c ) <-» [(n + u), (t + p)| 

y a — (6 — c) = a + (— (b — c )) [(s + n + «), (m + t + p)] 

pero o — 6 = a + (—6) «-» ((s + n), (m + i)j 

y (a — 6) — c = (a + 6) + ( — c) *-* |(s + n + p), (m + t + u)] 

Asi que. con c ^ 0, a — (6 — c) y- (a - 6) — c. 
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VALOR ABSOLUTO |o| 

Se define el valor absoluto «|a|» de un entcro u por 

a si a‘0 

|a| = 

-a si a < 0 

Asi, Rues, exceplo cuando a = 0, |a| e Z* . 

Cuando al menos uno de los a, b es 0, las siguientes leyes son evidentes 

( 1 ) -|tt| ^ a |a| ( 2 ) |a • b| = |a] • |6| 

(3) |a| - \b\ ^ \a + b\ (3') |a + b\ * |a| + \b] 

(4) |a| - |6| — |a- 6| (4') |a - b\ * |a| + |6| 

Se pueden demostrar para cualesquiera a, b 6 Z considerando los casos separados en los Proble- 
mas 14 y 15. 


ADICION Y MULTIPL1CACION SOBRE Z 

Las operaciones de adicion y multiplicacion sobre Z siguen las leyes A,-A 4> M,-Jw 4 y D,-D 2 del 
Capitulo 3 (enunciadas para enteros) con la linica modification siguiente: 

M 4 . Ley de cancelacion : S i m • p = n ■ p y s i p 0 e Z, entonces m = n para cuales- 
quiera m, n e Z. 

He aqui dos propiedades de Z que no lenia N: 

A 5 . Existe un elemento neulro, 0 6 Z para la adicion, tal que n + 0 = 0 + /i = /i para 
todo n e Z. 

A 6 . Paratodon e Z existe un simetrico aditivo, —n e Z. tal que /; + ( — n) =( — «) + n = 0 
y que se llama opuesto de n y olra propiedad comun a N y Z. 

M 5 . Existe un elemento neutro, 1 £ Z, respecto de la multiplicacion, tal que 1 • n = n • 1 = n 
para todo n e Z, 

Por el Teorema 111, Capitulo 2, el elemento neutro en A, y el elemento neutro en M, son dnicos; 
por el Teorema IV, Capitulo 2. cada simetrico aditivo en A 6 es unico. 


OTRAS PROPIEDADES DE LOS ENTEROS 

Ciertas propiedades de los enteros se han establecido mediante las clases de equivalencia de 
No obstante, una vez establecidas las leyes fundamentales, todas las demas propiedades se pueden ob- 
tener ulilizando los elementos de Z mismos. 

Ejemplo 5: Demostrar: Para todo a, h, c e Z, 

(a) a • 0 = 0 • a = 0 ( b ) a{-b ) = — (a6) (c) a(b - c) = ab — ac 

(a) a + 0 = a (A 5 ) 

Entonces. o-a + 0 = o-a = a(a + 0) = a-a + a-0 (D,) 

y 0 = a • 0 (A 4 ) 

Ahora bien, por M 2 , 0 • a = a ■ 0 = 0 como se requiere. Pero, por razones que solo 
sc aclararan posteriormentc, vamos a demostrar que 

0 • a = a ■ 0 

sin apelar a la ley conmutativa de la multiplicacion. Se liene 
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a-a + 0 = a • a = (a + 0)a = a • a + 0 • a (D 2 ) 

por tanto. 0 = 0 • a 

y 0 ■ a = a • 0 

(6) 0 = o • 0 = a|6 + (-6)] = a • b + (D,) 

asi que a(-b ) es un simetrico aditivo de a ■ b. Pero -(a • b) es tambien un simetrico adi- 
livo de a ■ b, luego 

a(— 6) = -( a-b ) (Teorcma IV. Capilulo 2) 

(e) a<6 — c) = a [6 + ( — c)] = ab + a(-c) (D,) 

= a6 + (-ac) (lb) arriba) 

= ab — ac 

Nola: En (c) se ha remplazado a ■ b y -(a ■ c) por las formas mas corrientes ab y -ac. 
respectivamente. 


MULTIPLES Y POTENCIAS 

La section que tiene este nombre en el Capitulo 3 (p&gina 33), se puede repetir cambiando N por Z* . 

Es de notar que, para el caso S = Z, podemos ahora identificar ka con k ■ a. Ademas, como Z con- 
vene el simetrico aditivo de cada uno de sus elementos, se verifican (ix)-(xi), pero no (ix)'-(xi)' para 
cualesquiera m.n e Z. Lo cual es ciertamente trivial, p^es cuando a. b.m.n e 2, las propiedades 
(ix) y (xi) son entonces las leyes distributivas. 


Problemas resueltos 

L Demostrar que ~ sobre L es una relacidn de equivalencia. 

Sean (s. m). It. n). (u. p) e L. Se tiene 
(a) (,f, m) - Is, m) pues s + m = s + m; - es reflexiva. 

lb) Si (s. m ) - (?, n), es (I, n) ~ (s, m) pues las dos exigen s + n = t + m; ~ es simelrica. 

(c) Si Is. m) ~ It. n) y (r. n) ~ («, p). es ,v + n = t + m. t + p = u + n. y s + n + / + p = 

/ + /» + « + «. Por A 4 del Capitulo 3. pagina 30. la ultima igualdad se puede rempla- 
zar por s + p = m 4- it; asi que Is. m) ~ lu.p) y ~ es transiliva. 

Con lo que, ~, por ser reflexiva, simetrica y transitiva es una relacibn de equivalencia. 

2i Si 5 , m. p. r e N. demostrar 

(a) [(r + p), p) = |r*, 1] (c) [s,m]-[r,r] = [r,rj (e) [s,m]*[r*,r] = [s,m] 

(b) [s,»t] + [r, r] = |s,?n] (d) [s,m] + [w,s] = [r,r] 

la) ((r + p), p) - (r*, 1 ) pues r + p + 1 = r* + p. 

Luego [(r + p), p| = [r*,l] como se afirmaba. 

(b) (a, m] + [r, r[ = |(s + r), (m + r)]. Pero ((s + r), (m + r>) ~ (a, to) pues (a + r) + m = s + (m + r). 

Luego [(8 + r), (m + r)| = [a, m] + [r, r] = [a,m]. 

(e) |s,m] • [r, r] = [(a • r + m • r), (a • r + m • r)j = [r,r] pues a-r + m-r + r = a-r+-m-r + r. 

Id) [a, m\ + \m, a] = [(a + m), (t + m)| = jr, r| 

(e) ja.rn] • (r*,r) = [(a • r* + m • r), (a • r + m ■ r*)] = [a,m] pues s-r' + m-r + m = «.+ «t + 

m-r* = a-r* + m-r*. 
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3. Demoslrar: La clase de equi Valencia a que pcrtcnccc la suma (producto) de dos elementos de 
sendas clases de equivalencia dc J es independieme de los elementos clcgidos. 

Scan [a, A] = [s. m] y [c. d\ = [/. nj. Entonccs («. A ) - (v. m) y (c. d) - (/, n| de modo que a + nt = i + A 
y c + it = I + d. Demosirarcmos: 

(u) [n. A] + [(■.(/] = [.v, m] + [i.n], primera pane del teorema: 

(A) « • c + A • d + s • n + m • t = a • d + A • <- + 4 • / 4 m n. un lema ncecsario: 

(<•) [a, A] • [<-, d] = [,s, 111 ] • [ 1 . «], segunda parte del teorema. 

(a) Como a + 111 + c + 11 = 4 + h + / + d, 

(a + e) + (m + > 1 ) = <s + t) + (6 + d) 

((a + c), (6 + d)) - ((8 + 0 . (*" + ")) 

[(a + e), (6 + d)] = [(8 + t ), (m + n)| 

y {a. 6| + [c, d| = [s, m) + [t,n] 

(A) Comcnzamos por la igualdad evidente 

(a + m) • (c + t) + (s + A) • (d + n) + (c + n) • (a + s) + (d + t) • (6 + nt) 

= (8 + 6) • (c + () + (a 4 - m) • (d + n) + (d + 4) • (a + s) + (c + n) • (b + m) 

que se reduce a 

2(a • c + 6 • d + s • n + in • t) + (a • t + in • e + 8 • d + 6 • n) + (s • c + n • a + 6 • t + m • d) 

= 2(a •d+b-c + s- t + m-n) + (»•( + »!•( + i'i+ 4-n| + (s-c + n’a+b’t + m-d) 

y por las leyes dc cancelacion del Capitulo 3 a la identidad requerida. 

(c) Por (A) tenemos 

(o • c -i- 6 • d) + (8 • n + m • t) = (s • t + »t • n) + (a • d + b ■ e) 

Entonces. ((a • e + b • d), (a ■ d + b • e)) — ((s • t + m • n), (s • n + m • t)) 

[(a • c + b • d), (a • d + b • c)] = [(s • t + m • n ), (s • n + in • t)] 
y asi. pues. [a, b] * [c, d] = [s, in] • |t, nj 

4. Demostrar la ley asociativa para la adicion: 

([«,»«] + [<.*]) + [w.P] = [s,m] + ([t,n] + |w,p]) 
para cualesquiera |s, m], (f, «], [«, p] G <]. 

Hallamos que 

([s,m| + (r,«|) + [u,p] = [(* + 0. (*» + «)| + [u.pl = [(s + t + u), (111 + n + p)] 

y. por otra parte, [s, nt] + ([|,n| + |u,p]) = [s, ?it] + [(t+ «). (n + p)) = [(s + t + tt), (m + n + p)] 

y resulta la ley 

5. Demostrar la ley distributiva D 2 : 

(|*,m] + [<,«])• [w,p] = [s,m] • [m,p] + [<. n] • [tz,p] 

para cualesquiera [s, m\, [«. «|, [t/,p] G /). 

Tenemos 

([s, m] + [(,»])• [u,p] = [<s + t), (m + w)] • |h, p] 

= [((8 + () • u + (m + n) • p), ((s + 0 ■ p + (m + 11 ) • »)] 

= [(* • u + t • t< + w • p + n • p), (8 ■ p + t • p + in • « + n • «)] 

= [((8 • it + 111 • p) + (t • a + n • p)), ((* ' P + m ‘ '<) + (t • p + n • u))] 

= [(*• a + in • p), (s • p + m ■ m)] + [(< • u + « • p), (t ■ p + »• «)] 

= |s, mj • [k, p] + [(, n| • [h, pj 
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6. (a) Demostrar que a + (-a) = 0 para todo a e Z. 

Sea a «-* [s, m] ; enlonces -a «-> [m. ,s], 

a + (-<7|*-» [j, m] +.[m..s] = [(5 + m ), (m + v )] = [r. r] <— 0 

y a + (-a) = 0. 

( b ) Si x + a = b con a, b e Z, mostrar que x = b + {-a). 

Si x = b + (- 0 ). x + ii = (A + (-o)) + fl = A + ((~a) + a) = A; asi que x = h + (-a) es so- 
lution de la ecuacion x + a * h. Supongasc que hay una segunda solucidn y. Enlonces y + a~b = x + a 
y por A*, y - x. Lucgo la solucidn es linica. 


7. Si a,b e Z. demostrar: (1) ( — a) + (-6) = -(« + b). (2) (-a) •(-/>) = a • b. 
Sea a <-• [.v. m] y /i« [/, »]; enlonces -o *-♦ [m, j] y -A «— [n, i], 

(1) (-a) + (-A) <-> [m,«] + [n,t] = [(ro + n), (b + «)] 

y a + b *-* [s, m] + [t, n] = [(« + t ), (m + n)] 


Dc otro lado -(a + 6) «-» [(m + n), (g + t)] ** (-a) + (-6) 

y (-a) + (-b) = -(a + b) 


( 2 ) 


y 

Pero 

y 


(—a) • (—6) «-» [m, g] • [n, t) = • n + s • t), (m • t + s • n)] 

a-b «-* [s,m] • [«,n] = [(g • t + m • n), (g • n + m • t)] 

[(m • n + g • t), (m • t + g • «)] = [(g • t + m • «), (g • n + m • t)] 

(—a) • (—6) = a • b 


8. Demostrar la Icy de tricotomia. Para cualesquiera a, b e 7, una, y solo una, de las relaciones 

{a) a = h , ( b ) a < b, (c) a > b 

es cierta. 


Sean a •-* [.?, m] y b *- [/. n] ; enlonces, por la ley de Iricotomia del Capilulo 3, pagina 32. es cierla una, y 
solo una, de las (a) s + n = / + m y a = A, (A) s + n < t + m y a < b, (<•) s + n > I + m y a > b. 

9. Si a, b, c 6 Z, demostrar: a + c>A + csi, y solo si, a > b. 

Tomando a •-> [,v, m], A •-*[<,«] y <■•-*[»,/)]. Supdngase, ante todo, que 

a + e > b + e o bien ([.«,»«] + [«./>]) > ([/, n] + [«./>]) 

Pero esto implica [(a + u), (m + p)] > [(e + u), (n + p)] 

lo que, a su vez, implica (g + u) + {n + p) > (t + u) + (m + p) 

Asi que por el Tcorcma 11'. Capitulo 3. pagina 33. (,s + n) > (/ + m)o [s. mj > [/, n]yo> A. como se afirmaba. 
Supdngase ahora que a > A o bien [,s, m] > [/, «]; enlonces, (j + n) > (l + m). Para comparar ahora 



a + c *-» [(g + u), (m + p)] 

y 

A + c *-* [(t + u), (n + p)j 

sc comparan 

[(« + «), (« + P)) 

y 

[(« + u ), (n + p)] 

o bien 

(g + u) + (n + p) 

y 

(t + u) + (m + p) 

o bien 

(,s + n) + (u + p) 

y 

(t + m) + (u + p) 


I 


46 


LOS ENTEROS 


[CAP. 4 


Como (s + n) > (r + m), sc sigue el Teorema II', Capitulo 3, pagina 33, que 

(s + n) + (u + p) > (t + m) + (m + p) 

Entonces. (g + u) + (n + p) > (t + u) + ( m + p ) 

[(« + u), (m + p)] > [(« + u), (n + p)] 

y a + c > 6 + c 

como se afirmaba. 


10. Si a,b,c e Z, demostrar : Si c < 0, es a ■ c < b ■ c si, y solo si, a > b. 
Tomese a «-» [.«, m], b *-»[/, n] y c *-* [u, p], cn donde u < p, ya que c < 0. 


{«) 


(b) 


Supongase a ■ c < b- c, entonces 

«S'U + m-p), (g-p + m-u)) < [(e • u + n-p), (t*p + n-u)] 

y (s • u + m ’ p) + (t • p + n • u) < (i • a + n • p) + (s • p + m • u) 

Como u < p, cxiste un k e N tal que u + k = p. Remplazando, pues. p en la desigualdad anterior, 
se ticnc 

(g • u + m • u + m-k + t’u + t'k + n-u) 
dc donde m • k + t'k 

Asi. pues. (m + t) • k 

m + t 
g + n 

y “ 

Supongase a > b. Invirtiendo simplcmcnte los pasos en (a), se tiene a ■ c < b ■ i. segiin lo afirmado. 


< (t*« + n*K + n'fc + g-u + g‘fc + »fu) 

< n-k + s-k 

< (n + g) • k \ 

< n + g 

> t + m 

> b 


11. Demostrar: Si a, b 6 Z y a ■ b = 0, entonces es a = 0, o bien 6 = 0. 

Supongase a £ 0; entonces a-b = 0- a- 0y por M 4 , 6 = 0. Analogamente. si b 0 es a = 0. 

12. Demostrar: No existe ningun n eZ*. tal que 0 < n < 1. 

Supongase lo conlrario y sea m 6 Z* el minimo entero con tal propiedad. De 0 < m < 1, se tiene por (2), 
pagina 41. 0 < m 2 < m < 1. Ahora bien, 0 < m 2 < 1 y m 1 < m contradiccn la hipotesis de que m es el 
minimo. con lo que queda el teorema demostrado. 

13. Demostrar: Si a, b cZ, es a < b si, y solo si, a — b < 0. 

Sean a <-» [v. m] y b «-»[/. n]. Entonces 

a - b = a + (—6) «-» [s. m] + [n, /] = [(s + n). ( m + /)] 

Si a < b. es .s + n < m + l y a - h < 0. Reciprocamente. sio-6<0, ess + n<m + tya<b. 


14. Demostrar: |a + b\ =£ |a| + |6| para cualesquiera a, b e Z. 

Supongase a > 0 y b > 0; entonces \a + 6| = a + b = |a| + |6|. 

Supongase a < 0 y b < 0: entonces \a + 6| = -(a + b) = -a + (—6) = |a| + |6|. 
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Supongase a > 0 y 4 < 0 de modo quc |a| = a y |6| = -b. Y ahora, o bien a + 4 = 0y la + 61 
0 < |a| + |6| o bien 

a + b < 0 y \a + A| = -(a + b) = -a + (-/>) = — |a| + |A| < |a| + |/>| 
o bien a + b > 0 y \a + 6| = a + b - a - (-/>) = |a| - |6| < |o| + |6| 

El caso a < 0 y 6 > 0 se dcja como cjercicio. 


15. Demostrar: |o • b\ = |a| • |6| para cualesquiera a, b e Z. 

Supdngase a > 0 y ft > 0; entonces |a| - a y |6| = b. Con lo que \a ■ 6| = a ■ b = |a| • |A|. 

Supongase a<0 y h < 0; entonces lal = -a y |6| = -b. Como a-h> 0, es la-6| = a'6 = 
(—a) • ( — 6) = |a| - |6|. 

Supongase a > 0 y b < 0; entonces \a\ = a y |6| = -b. Como a ■ b < 0, |a • 6| = -{a ■ b) = 
a ■ (-b) = |a| • |6|. 

El caso a<0yi>0se deja como ejercicio. 

16. Demostrar que si a y b son enteros tales qtte a • b = 1, entonces ay b son ambos 1 o ambos — 1. 

Primero se ve que ni a ni b pueden ser cero. Ahora bien, \a ■ b\ = |a| • |6| = 1 y por el Problema 12. 
|a| 1 y |6| & 1. Si ja| > 1 (tambien si |6| > 1), |a| - |6| + 1. Luego |a| = |6| = 1 y en vista del Problema 7(6), 

se sigue el teorema. 


Problemas propuestos 

17. Demostrar: Si r.seN, 

(а) (r,r)~ (»,*)- (1.1) <d) (r*,r) + (r.r*) 

(б) (r*,r) ~ («*,«) ~ ( 2,1) («) (r*. r) + («, »*) 

(c) (r,r‘) ~ (s,s-) ~ (1,2) (/) (r- • s* + 1, r* + «*) - ((r-s)*. l) 

18. Enunciar y demostrar: (a) la ley asociativa para la multiplicacibn, (b) la Icy conmutativa para la adicidn, (c) la 

ley conmutativa para la multiplication, (cl) la Icy de cancelation sobre 


19. Demostrar: [r*. r] «-» I y [r, r*] «-• - 1. 

20. Si a e 2, demostrar: (a) a ■ 0 = 0 • a = 0, (b) (- 1 ) • a = -a, (c) —0 = 0. 

21. Si a, beZ, demostrar: (a) -(-a) = +a, (6) (-a)(-6) = a ■ b, (c) (-a) + b = -(a + (-6)). 

22. Con b e 2 + , mostrar que a — b < a + b para todo a e 2. 

23. Con a,beZ, demostrar (1), (2), (2') y (3’), pagina 41, de las relaciones de orden. 


24. Con a, b, c e 2, demostrar a • (b — c) = a ■ b — a ■ c. 


LOS ENTEROS 


[CAP. 4 


48 

25. Demostrar que si a, b e Z y a < b, existe entonces algiio ceZ* tal que a + c = b. 

Sugerencia : Para a y b representados como cn ei Problema 7 tomese c <-* [{r + m), (n + s)]. 

26. Demostrar: Si a,b,c,deZ, 

(a) -a > -b si a < b. 

(*) a + c<b + d si a<byc<d. 

(c) Si a < (* + c), entonces a — b < c. 

(d) a - b = c — d si, y solo si. a + d = b + c. 

27. Demostrar que las relaciones de orden son bien definidas. 

28. Demostrar la ley de cancelacion para la multiplicacion. 

29. Definir sumas y productos de n > 2 elementos de Z y muestrese que en tales sumas y productos se pueden inter- 
calar parentesis a voluntad. 

I 

30. Demostrar: (a) m 2 > 0 para todo entero m # 0. 

(t>) m 3 > 0 para todo entero m > 0. 

(c) m 3 < 0 para todo entero m < 0. 

31. Demostrar sin ulilizar clases de equivalenda (vease Ejemplo 5): 


(a) 

-(-a) = 

a 



(6) 

(-o)(-6) 

= ab 



(e) 

(b-e) = 

■ (6 + a 

) - (e + o) 


<d) 

a(b-e) 

= ab — 

ac 


(«) 

(a + b)(c + d) — 

(ac + ad) 

+ (be + bd) 

(/) 

(a + b)(c - 

- d) = 

{ac + be) 

— (ad + bd) 

ie) 

(a - b)(o 

-d) = 

{ac + bd) 

- (ad+bc) 


Capitulo 5 


Algunas propiedades de los enteros 


DIVISORES 

Un entero a f 0 se llama divisor (o factor) de un entero b (lo cual se escribe «a \ b») si existe un 
entero c lal que b = ac. Cuando a | b se dira tambien que b es un multiplo entero de a. 

Ejemplo I : (a) 2 | 6 pues 6 i 2 • 3 

(A) -3 | 15 pues 15 = (-3)(-5) 

(c) a | 0, para todo a 6 Z, pues 0 = a • 0 

Para demostrar la necesidad de la restriction a f 0, supongase que 0 | b. Si b f 0 se debe tener 
b = 0 • c para algun c e Z, io cual es imposible ; mientras que si b = 0, se tendria 0 = 0 • c, que es 
cierto para cualquier c e Z. 

Dados b,c\x,y e Z el entero bx + cy se dice una combination lineal de b y c. En el Problema 1 
se demuestra que: 

Teorema I. Si a \ b y a \ c entonces a \ (bx + cy) para cualesquiera x, y e Z. 

Veanse tambien Problemas 2 y 3. 


PRIMOS 

Como a • 1 = (-a)(- 1) = a para todo a e Z, se sigue que ±1 y ±o son divisores de a. Un en- 
tero p f 0, + 1, se dice primo si, y solamente si, sus unicos divisores son ± 1 y ±p. 

Ejemplo 2: (a) Los enteros 2 y —5 son primos, en tanto que 6 = 2 ■ 3 y —39 = 3( — 13) no son 

primos. 

(A) Los primeros 10 primos positivos son 2, 3, 5, 7, II, 13, 17, 19, 23, 29. 

Es claro que -p es primo si, y solamente si, p lo es. En lo sucesivo nos referiremos sobre todo a 
los primos positivos. En el Problema 4 se demuestra que: 

El ntimero de primos positivos es infinito. 

Si a = be con |6| > 1 y |c| > 1, se dice que a es compuesto. Asi, pues, todo entero a f 0, ± 1 o 
es primo - o es compuesto. 


MAXIMO COMUN DIVISOR 

Si a | b y a \ c se dice que a es un divisor comun de b y c. Si, ademas, todo divisor comun de b 
y c es tambien divisor de a. se dice que a es el maximo comun divisor de b y c. 

Ejemplo 3: (a) ±L ±2, ±3, +4, +6, +12 son divisores comunes de 24 y 60. 

(A) +12 son maximos comunes divisores de 24 y 60. 

(c) Los maximos comunes divisores de 4 = 0 y c T 0 son +c. 
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Sean cy d dos maximos comunes divisores distintos de a ^ 0 y b 0. Entonces c \ d y d | c; luego, 
por el Problema 3, c y d difieren solamente en signo. Por comodidad, en lo que sigue limitaremos nues- 
tra atencion al maximo comun divisor positivo de dos enteros ay b y utilizareraos d o bien (a, b) para 
designarlo. Asi, pues, d es ciertamente el entero mas grande (maximo) que divide a ambos a y b. 

Ejemplo 4: Un procedimiento familiar para encontrar (210, 510) consiste en expresar cada entero como 

producto de sus factores primos, esto es, 210 = 2 • 3 ■ 5 • 7, 510 = 2 • 3 • 5 ■ 17, y formar 
el producto 2 • 3 • 5 = 30 de sus factores comunes. 

En el Ejemplo 4 hemos supuesto tacticamente (a) que todo par de enteros no nulos tienen un maximo 
comun divisor positivo, y ( b ) que todo entero a > 1 tiene una factorization unica, excepto en el orden 
de los factores, como producto de primos positivos. Desde luego, en (b) debe entenderse que, cuando 
a es primo, «un producto de primos positivos» consiste de un solo primo. Despues se demostraran estas 
proposiciones. Por el momento vamos a exponer otra manera de hallar el maximo comun divisor de 
dos enteros no nulos. Empezamos con el 

Algoritmo de la division. Para cualesquiera enteros no nulos a y b existen enteros unicos q y r 
llamados, respectivamente, cociente y residuo , tales que 

a = bq + r, <\b\ (1) 

Para una demostracion, vease Problema 5. 

Ejemplo 5: (a) 780 = — 48(— 16) + 12 (c) 826 = 25 • 33 + 1 

(6) -2805 = 1 19( — 24) + 51 frf) 758 = 242(3) + 32 

De (/) se sigue que b \ a y (a, b) = b si, y solamente si, r = 0. Si r ± 0, es facil demostrar que un 
divisor comun de a y b divide tambien ary que un divisor comun de b y r divide tambien a a. 
Entonces (a, b) | ( b , r) y ( b , r) | (a, b ) de modo que, por el Problema 3, (a, b) = ( b , r). Ahora bien, o 
r | b (vcanse Ejemplos 5(a) y 5(c)) o r | b (veanse Ejemplos 5(b ) y 5(d)). En este caso, empleando el al- 
goritmo de la division, se tiene 

b = rq t + r,, 0 < n < r (2) 

Y nuevamente, o bien r, | r y (a, b) = r, o, empleando el algoritmo de la divisidn, 

r = r,q 2 + r 2 . 0 < r 2 < r, ( 9 ) 

y (a,b) = (b,r) = (r.r,) = (r,,r 2 ). 

Como los residuos r,, r 2 , . . ■ , suponiendo que el proceso se continue, constituyen un conjunto 
de enteros decrecientes no negativos, debe haber alguno nulo. Supongase que el proceso termina con 

{ k ) r k - 3 = n-fqk-i + rk-i 0 < r k -\ < r*- 2 

(k + 1 ) n 2 = rt-rqk + n 0<r k <n-, 

(k + 2) r k - 1 = r k -q k *i + 0 

Entonces (a, b) = ( b,r ) = (r.r,) = ••• = (r*- 2 , n-i) = (r k -i,r k ) = r k . 

Ejemplo 6: (a) En el Ejemplo 5(b), 51 J 119. Procediendo como en (2), hallamos que 119 = 51(2) + 17. 

Como 17 | 51: luego, (-2805, 119) = 17. 

(A) En el Ejemplo 5(d), 32 1 242. Dc las igualdades sucesivas 

242(3) + 32 
32(7) + 18 
18(1) + 14 
14(1) + 4 
4(3) + 2 
2(2) 


758 = 
242 = 
32 = 
18 = 
14 = 
4 = 

se conduye qu? (758, 242) = 2. 
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Despejando ahora en (1) r — a — bq = a + (-q)b = nua + nib ; y 

suslituyendo cn (2) r, = b - rq, = b - (nua + rhb)q, 

= —vhq,a + (1 -n,q t )b = m-M + n>b 
sustituyendo en (J) r 2 = r - r,qt = (m, a + n,b) - (m-M + n>b)qi 
= (m, — qtmi)a + (n i — q 2 nz)b = vim + nub 

y siguiendo asi se obtiene finalmentc 


Asi, pues, tencmos 


n = wik + 1 a + ttk + 1 b 


Teorema II. Si d = (a, b) existen m,n e Z tales que d = (a, b) = ma + nb. 


Ejemplo 7: Hallar (726,275) y exprcsarlo cn la forma del Teorema II. 

De 


Asi, pues, m = 11 y n = —29. 


Se obtiene 


726 

- 

275-2 + 

176 

11 = 77 - 22-3 = 77 - (99 

275 

= 

176-1 + 

99 

= 77 -4 - 99 -3 

176 

— 

99-1 + 

77 

= (176 - 99) -4 - 99-3 

99 

= 

77-1 + 

22 

= 176 - 4 - 99 -7 

77 

= 

22-3 + 

11 

= 176-4 - (275 - 176) -7 

22 

= 

11-2 


= 176- 11 - 275-7 


(726 - 275 • 2) • 11 - 275- 
H • 726 + (-29) -275 


Nota 1. El procedimiento para obtener m y n aqui es una alternativa del que se uso para obtener 
i. Teorema II. 

Nota 2. En ( a , b) = ma + nb los enteros mynno son unicos; en realidad, (a, b) = (m + kb)a 
— in — ka)b para todo k e N. 

Vease Problema 6. 

La importancia del Teorema II se ve en el 


Ejemplo 8: Demostrar: Si a \ c, si b \ c y si (a, b ) = d, entonces ab \ cd. 

Como a | c y h \ c existen entonces enteros s y / talcs que c = as = bt. Por el Teorema II 
existen m,ns7. tales que d = ma + nb. Entonces 

cd = cma + cnb = btma + asnb = ab(tm + sn) 

y a b | cd. 

Una segunda consecuencia del algoritmo de la division es el 


rvma III. Cualquier conjunto no vacio K de enteros cerrado con respecto a las operaciones bina- 
rias de adicion y sustraccion o bien es {0} o consiste en todos los multiplos de su minimo 
elemento positivo. 

He aqui un esquema de la demostracion cuando K i {0}. Supongase que K contiene el entero 
t Como K es cerrado con respecto a la adicidn y la sustraccion, se tiene: 

* - a = 0 e K. 

- a = —aeK. 

S contiene por lo menos un entero positivo. 

I contiene un positivo entero minimo, sea e. 

ftr induccidn sobre n, K contiene todos los multiplos positivos ne de e (demuestrese). 

K contiene todos los multiplos enteros me de e. 

i b = K, entonces b = q ■ e + r donde 0 ^ r < e; luego r = 0 y entonces todo elemento de K 
_c multiplo entero de e. 
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ENTEROS PRIMOS RELATIVOS 

Para a, b e Z dados, supongase que existen m,n e Z tales que am + bn = 1. Ahora bien, todo 
factor comun de a y b es factor del segundo miembro 1 ; luego (a, b) = 1 . Dos enteros a y b para los 
cuales ( a , b) = 1 se dicen primos relaiivos. 

Vease Problema 7. 

En el Problema 8 se demuestra el 
Teoremas IV. Si (a, s) = {b, s) = 1, entonces (ab, s) = 1. 


FACTORES PRIMOS 

En el Problema 9 se demuestra el 

Teorema V. Si p es primo y si p | ab donde a, b e Z, entonces p \ a o bien p \ b. 

Aplicando reiteradamcnte el Teorema V, se tiene el 

Teorema V'. Si p es primo y si p es divisor del producto a • b ■ c • . . . • 1 de n enteros, entonces p es 
divisor de uno al menos de estos enteros. 

En el Problema 10 se demuestra 

El teorema de factorizacion unica. Todo entero a > 1 tiene una factorizacion un.ca salvo en 
el orden, 

(a) a = pi ‘ Pi • p* ‘ ' P* 

en un producto de primos positivos. 

Evidentemcnte, si (a) da la factorizacion de a. entonces 

-a = — (p, • pa • p 3 • . . . • p.) 


AdemAs, como los p de (a) no son necesariamente distintos, podemos escribir 

a = p«. • pj» • pj» • . . . • p°- 

donde cada a, i 1 y los primos p l ,p 2 ,p 3 , ■ ■ ■ .p 5 son distintos. 

Ejemplo 9: Expresar cada uno de los numeros 2,241,756 y 8,566,074 como producto de primos positi- 

vos y averiguar su maximo comun divisor. 

2,241,756 = 2 J -3‘- 11 • 17-37 y 8.566.074 = 2 • 3‘ ■ 1 1 2 • 19 ■ 23 

Su maximo comun divisor es 2 • 3* ■ II. 


CONGRUENCIAS 

Sea m un numero positivo. La relacion congruente modulo m ( = (mod m)) se define para todos los 
pares a, b 6 Z por a = 6(mod m) si, y solamente si, m|(a- b). 


Ejemplo 10: (a) 89 = 25(mod 4) porque 4 | (89 — 25) = 64 

(6) 89 = l(mod 4) porque 4 | 88 
(c) 25 = l(mod 4) porque 4 | 24 
(. d ) 153 = — 7(mod 8) porque 8 | 160 


(e) 24 i 3(mod 5) porque 5 \ 21 
(/) 243 ± 167(mod 7) porque 7 f 76 
( g ) Todo entero a es congruente mo- 
dulo m con el resto de la division 
de a por m. 


Otra definicion, mas Otil con frecuencia que la original, es a = £(mod m) si, y solamente si, a y b 
dejan el mismo residuo al ser divididos por m. 

Como consecuencias inmediatas de estas definiciones tenemos: 

Teorema VI. Si a = 6(mod m), entonces, para todo neZ, mn + a = Wmod m) y reciprocamente. 
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Teorema VII. 
Teoreraa VIII. 


Si a = 6(mod m), es para todo x e Z, a + x = b + Jc(mod m) y ax = bx( mod m). 

Si a = 6(mod m)ycs e(mod m), es a + c = b + e(mod m),a — c = b — e(mod m), 
ac = Mmod "')■ 

Vease Problema 11. 


Teorema IX. 


Sea (c, m) = d y escribase m = nt\d. Si ca s cb ( mod m) es entonces a = b ( mod m 1 ) 
y reciprocamente. 

Para una demostracidn, vease Problema 12. 


Como caso especial del Teorema IX tenemos 

Teorema X. Sea (c, m) =1. Si ca = ci>(mod m), entonces es a s 6(mod m ) y reciprocamente. 

La relacidn = (mod m) sobre Z es una relacidn de equivalence e induce una particion de los en- 
teros en m clases de equivalencia, [0], [1], [2], .... [m — 1], que se llaman closes residuales mddulo m, 
siendo 


[r] = {a: a SZ, a = r(modm)} 


Ejemplo 11: Las clases residuales mddulo 4 son: 

(0] = {...,-16.-12,-8.-4,0,4,8.12.16....} 

[1] = {....-16,-11,-7,-3,1,5,9,13,17,...} 

(2] = {. . ., -14, -10, -6, -2, 2. 6, 10, 14, 18, . . .} 

[3] = {...,-13,-9,-5,-1,3,7,11,15,19,...} 


Denotaremos el conjunto de todas las clases residuales modulo m por Z/(m). Por ejemplo, Z/(4) = 
{[0], [1], [2], [3]} y Z/(m) = {[0], [1], [2], [3], .... [m - 1]}. Es claro que [3] 6 Z/(4) = 
[3] 6 Z/(m) si, y solamente si, m = 4. Dos propiedades fimdamentales de las clases residuales modu- 
lo m son: 

Si a y b son elementos de la misma clase residual [s], entonces a = 6(mod m). 

Si [s] y [t] son clases residuales distintas con a e [i] y b 6 [/], es a # Z>(mod m). 


EL ALGEBRA DE LAS CLASES RESIDUALES 

Sean «©» (adicion) y «G» (multiplicacion) definidas entre los elementos de Z/(m) de la manera 
siguiente : 

[a] © [6] = [a + 6] 

[a] O [6] = [a ■ 6] 

para toda [a], [6] 6 Z/(m). 

Como © y O sobre Z/(m) se han definido respectivamente por + y • sobre Z, se sigue inmedia- 
tamente que © y O siguen las leyes A,-A 4 , M,-M 4 y D,-D 2 segun la modificacion del Capitulo 4, pa- 
gina 42. 

Ejemplo 12: Las tablas suma y multiplication para Z/(4) son: 


© 

0 

1 

2 

3 


o 

0 

1 

2 

3 

0 

0 

1 

2 

3 


0 

0 

0 

0 

0 

1 

1 

2 

3 

0 

y 

i 

0 

1 

2 

3 

2 

2 

3 

0 

1 


2 

0 

2 

0 

2 

3 

3 

0 

1 

2 


3 

0 

3 

2 

1 


Tabla 5-1 Tabla 5-2 

donde, por comodidad, [0], [1], [2], [3] se han remplazado por 0. 1, 2, 3. 
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CONGRUENCIAS LINEALES 

Examinese la congruencia lineal 
(6) ax = 6(mod m) 

en donde a , h , m son enteros dados con m > 0. Se dice solucion de la congruencia un entero .v = a, 
tal que m \ (ox, — b). Pero si x, es una solucion de ( b ) tal que m | (ox, — b), entonces para cualquier 
k e Z, m | (o(x, + km) — b) y x, + km es otra solucion. Asi, pues, si x, es una solucion tambien lo 
es cualquier otro elemento de la clase residual [x,] modulo m. Si la congruencia lineal ( b ) tiene, pues, 
soluciones, estas son los elementos de una o mds clases residuales de Z/{m). 

Ejemplo 13: (a) La congruencia 2x = 3(mod 4)carecede solucion, pues ningunode los2 • 0 - 3,2- 1 — 3, 

2-2-3, 2-3-3 es divisible por 4. 

(A) La congruencia 3 = 2(mod 4) tiene la solucion 6 y, por tanto. todos los elementos de 
[2] e 2/(4) son soluciones. No hay otras. 

(c) La congruencia 6x = 2(mod 4) tiene I y 3 como soluciones. Como 3 # I (mod 4), dire- 
mos que 1 y 3 son soluciones incongruenles de la congruencia. Desde luego, todos los ele- 
mentos de [1], [3] e Z/( 4) son soluciones y no hay otras. 

Volviendo a ( b ) supdngase que (a, m) = 1 = sa + Im. Entonces b = bsa + btm y x, = bs es 
solucion. Supdngase ahora que x 2 # x,(mod m) sea otra solucion. Como ax, = b( mod m) y 
ax 2 = ft( mod m), se sigue de la propiedad transitiva de = (mod m) que ax, s nx 2 (mod m), Entonces 
m | a(x, - x 2 ) y x, s x 2 (mod m) en contradiccion con nuestra hipdtesis. Asi que (ft) solo tiene una 
solucion incongruente, x,, y la clase residual [x,] eZ/(m), tambien llamada clase de congruencia, 
contiene todas las soluciones. 

Ahora supongase que (a, m) = d = sa + im, d > 1. Como a = a,d y m = m,d se sigue que si 

( b ) tiene una solucidn x = x,, entonces ax, - b = mq = m,dq y que d | b. Reciprocamente, supdn- 
gase que d = (a, m) es un divisor de b y escribase b = b,d. Por el Teorema IX, pagina 53, toda solucidn 
de ((>) es solucion de 

(c) a,x = 6,(mod m,) 

y toda solucidn de (c) lo es de (ft). Ahora bien, (a,, m,) = 1, de modo que (c) tiene una sola solucion 
incongruente y, por tanto, (ft) tiene soluciones. Hemos demostrado la primera parte del 

Teorema XI. La congruencia ax s ft(mod m) tiene solucidn si, y solo si, d = ( a , m) es un divisor 
de ft. Si d | ft, la congruencia tiene exactamente d soluciones incongruentes (d clases 
de congruencia de soluciones). 

Para completar la demostracidn, sea el subconjunto 

S = (xi, x, +m,, x, + 2mi, x, + 3toi, . . x, + (d- \)m,) 

de [x|], la totalidad de las soluciones de a,x = ft, (mod m,). Demostraremos ahora que no hay dos 
elementos de S congruentes modulo m (asi, pues, (ft) tiene por lo menos d soluciones incongruentes), 
en tanto que cada elemento de [x,] — S es congruente modulo m con algun elemento de S (asi que (ft) 
tiene a lo mas d soluciones incongruentes). 

Sean x, + sm , y x, + tm, elementos distintos de 5. Ahora bien, si x, + sm, = x, + /m,(mod m) 
entonces m | (s - i)m,; luego d | (s — /) y s = I en contradiccion con lo supuesto de que s ^ De 
modo que los elementos de S son incongruentes modulo m. Considerese ahora cualquier elemento de 
[x,] — S, sea x, + (qd + r)m, donde </s=l y 0 r < </. Se tiene x, + [qd + r]m, = x, + rm, + 
qm = x, + rm,(mod m) y x, + rm, e S. Asi, pues, la congruencia (ft), con {a, m) = d y d | ft, tiene 
exactamente d soluciones incongruentes. 


Vease Problema 14. 
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NOTACION DE POSICION DE LOS ENTEROS 

Ya es bien sabido que 

827,016 = 8 - 10 5 + 2 - 10 < + 7 - 10 3 + 0 - 10 2 + 1-10 + 6 

Lo que no es mas que una aplicacion de las propiedades de congruencia de los enteros. Porquc, supdn- 
gase que a es un entero positivo. Por el algoritmo de la division a = 10 • q 0 + r 0> 0 -= r„ < 10. Si q 0 - 0, 
se escribe a = r 0 ; si q 0 > 0, entonces q 0 = 10 • + r„ 0 -s r, < 10. Ahora bien, si q , = 0, enlonces 

a = 10 • r, + r 2 y se escribe a = r,r 0 ; si q { > 0, entonces <?, = 10 • q 2 + r 2 , 0 ea r 2 < 10. Y otra 
vez, si q 2 = 0, entonces a = 10 2 • r 2 + 10 • r, + r 0 y se escribe a = r 2 r,r 0 ; si q 2 > 0, se repite el pro- 
ceso. Del hecho de que los q constituyen un conjunto de enteros no negativos decrecientes, se sigue que 
el proceso debe terminar y se tiene 

a = l0’-r, + 10 ‘ 1 + ••• + 10 -r, + r 0 = r.r.-t ■■■tin 

Notese que en esta representacion los simbolos r, utilizados pertenecen al conjunto {0, 1, 2, 3, . . . , 9} 
de residuos modulo 10. (iPor que es unica esta representacion?) 

En el parrafo anterior hemos escogido el entero particular 10, llamado base, porque nos lleva a 
nuestro sistema de representacion ; pero el proceso es independiente de la base y cualquier otro entero 
positivo se puede utilizar para ello. Asi, tomando 4 como base, cualquier entero positivo vendra repre- 
sentado por un guarismo con las cifras 0, 1, 2, 3. Por ejemplo, el entero que en base 10 es 155, 
es 155 = 4 3 • 2 + 4 J • 1 + 4 • 2 + 3 = 2123 (base 4). 

La adicion y la multiplicacion se efectuan de la misma manera, no importa cual sea la base; pero hay 
que utilizar tablas distintas para cada operation. Para la base 4 estas tablas son: 


+ 

0 

1 

2 

3 



0 

1 

2 

3 

0 

0 

1 

2 

3 


0 

0 

0 

0 

0 

1 

1 

2 

3 

10 

y 

1 

0 

1 

2 

3 

2 

2 

3 

10 

11 


2 

0 

2 

10 

12 

3 

3 

10 

11 

12 


3 

0 

3 

12 

21 


Tibia 5-3 Tabla 5-1 


Vease Problema 15. 


Problemas resueltos 

1. Demostrar que si a |.ft y a | c, entonces a \ (bx + cy) donde x, y e Z. 

Como a | b y a \ c, hay enteros ,v, t tales que b = as y c = at. Entonces bx + cy = asx + aly = a(sx + ly) y 
a I {bx + cy). 

2. Demostrar: Si a \ b y b £ 0, es \b\ ^ |a|. 

Como a | b tenemos b = ac para algun ceZ. Entonces |6| = |a| ■ |c| con |tj i 1. Como |c| s. 1. se sigue que 
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3. Demostrar que si a \ b y b | a, entonces b = a o b = — a. 

Como a | b implica a + 0 y b | a implica b $ 0, se tiene b = ac y a = bd donde c,deZ. Ahora bien a ■ b = 
(bd)(ac) = abed y, por la ley de cancelacion, 1 = cd. Entonces, por cl Problema 16, Capitulo 4, c =.l 6 - 1 y 
b = ac = a o —a. 


4. Demostrar: El numero de primos positivos es infinito. 

Supdngase lo contrario, es decir, que hay exactamentc n primos positivos p„ p 2 , p 3 p„ escritos por orden 

de magnitud. Formese ahora el producto a = p, ■ p 2 ■ p 3 ■ . . . ■ p n y considered el entero a + 1. Como ninguno 
de los p es divisor de a + 1, se sigue que a + 1 es un primo >/>„, o tiene un factor primo mayor que p„, en con- 
tradiccion con la hipotesis de que p, es el mayor numero primo. Asi, pues, no hay ningunprimo positivo maximo 
y su nfimero es infinito. 

5. Demostrar el algoritmo de la division : Para dos enteros no nulos ay b existen enteros unicos q y r 
tales que 

a = bq + r, 0 ~ r < \b\ 

Dcfinase S = {a - bx: x e Z\. Si b < 0, csto es, b - 1, entonces b ■ |a| ^ - |u| -s a y a - b • \a\ 0, 

Si b > 0, esto csiil, entonces b ■ (- |a|) ^ - |a| ^ a y a - b( - |u|) i 0. Asi, pues, S contiene enteros no ne- 
gatives ; denotese con r d mcnor de estos (r a, 0)ysupongascr = a - bq. Ahora bien, sir a, |6| entonces r - |6| a, 0 
y r - |6| = a - bq - |A| = a - (q + 1 )b < r o a - (q - 1 )b < r contra nuestra clcccion de r como el me- 
nor entero no negapvo e S. Luego /■ < |/>|, 

Supdngase que hubiera otro par q', r' tal que 

a = bq' + r\ 0 - r' < |b| 

entonces b'q + r' = bq + r o sea b(q‘ - q) = r - r' lo que implica * | (r - r‘) y como |r - r'\ < |b|, se tiene 
r - r' = 0; entonces q' - q = 0 porque b + 0. As! que r' = r. q' = q y q y r son unicos. 

6. Encontrar (389, 167) y expresarlo en la forma 389m + 167n. 

De 

389 = 167-2 + 55 1 

167 = 55-3 + 2 
56 = 2 - 27 + 1 
2 = 1-2 

Asi, pues, (389,167) = 1 = 82 • 389 + (— 191)(167). 

7. Demostrar: Si c \ ab y si (a, c) = 1, entonces c \ b. 

De 1 — ma + nc resulta b = mab + rich. Como c es divisor de mab + neb, es divisor de b y c \ b como se 
pedla. 

8. Demostrar: Si (a, s) = (b, s) = 1, es (ab, s) = 1. 

Supongase lo contrario, o sea que (ab, s) = d > I y sea d = (ab, s ) = mab + ns. Entonces d\ab y d | s. 
Como (a, s) = 1, se sigue que d\ a\ luego, segun el Problema 1, d\b. Pero esto contradice a (b. r) = 1 ; asi que 
(ab, s) = 1 . 

9. Demostrar: Si p es primo y si p | ab, con a, b e Z; entonces p \ a o bien p | b. 

Si p | a se tiene cl teorema. Supongase que p | a. Por definicion. los unicos divisores de p son ± 1 y ±p\ en- 
tonces (p, a) = 1 = mp + na para ciertosm, n e 7. [x>r el Teorema 11. Pero b = mpb + nab y comop | (mpb + nab), 
se sigue que p \ b. 


Sc obtiene 
= 55-2-27 
= 65-82 - 167-27 
= 389 • 82 - 167 ■ 191 
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10. Demostrar: Todo entero a > 1 tiene una factorizacion unica (salvo el orden de los factores) en 
producto de primos positivos. 

a = Pi • Pj • V* • . . . ■ p» 

Si a es primo, la representacidn es inmediala de acuerdo con cl tcorcma. Si a cs compucsto. considcrcsc cl 
conjunto S = j.t: v > 1, ,v | a). El elemento minimo s de S no liene mas factores posilivos que I y a: luego s es 
primo, llamemoslo p,. y 

a = p, • 6„ 6, > X 

Entonces, o bien A, cs primo, digamosp 2 , y a = p, • p 2 , o bicn A,, sicndo compuesto. tiene un factor primo p 2 y 

a = pi • p 2 • fc 2 , b 2 > 1 

Reiterando cl razonamiento se tiene a = p, • p 2 • p 3 . o bien 

O = Pi • p 2 ■ Pa • *> 3 . &a > 1 

y asi sucesivamente. 

Pero los elementos del conjunto B — {ft,, ft 2 . ft 3 , . . . j son tales que ft, > ft 2 > ft 3 . . . ; luego B tiene ele- 
mento minimo ft. que es primo. p„ y se tiene por ultimo 


® — Pi • Ps ' Pa ' - • • ' P» 

Para demostrar la unicidad, supongase que hay dos representacioncs 
a = p, • p 2 ■ P3 • . . . • P„ = «i • • ?a • ■ ■ ■ * 

Ahora bjen, <?, es divisor dep, ■ p 2 -p 3 . . .p„; luego, porelTeorema V', 9, es divisor dc alguno de los factores p, 
digamos de p,. Entonces, 9, = p,, ya que ambos son primos positivos y por M 4 del Capitulo IV. 

P 2 - P3 ' • - - ' Pn = • ?3 

Repitiendo este razonamiento las veces suficientes se encucntra que m = n y que la factorizacion es unica. 


II. Hallar los menores enteros positivos modulo 5 con los cuaies son congruentes 19, 288, 19 -288 
y 19 3 ■ 288 2 . 

Hallamos que 

19 = 5 -3 4- 4; luego 19 = 4(mod 5). 

288 = 5 • 57 + 3; luego 288 = 3(mod 5). 

19-288 = 5( - • •) + 12; luego 19 • 288 = 2(mod 5). 

193 • 288 a = 5(- • •) + 43 • 3* = 6(- • •) + 676; luego 193 . 2 88 a = l(mod 5). 

12. Demostrar; Sea (c, m) = d y escribase m = m,d. Si ca = eft (mod m), entonces a = ft(mod m, ) 
y reciprocamcntc. 

Escribase c = r,£/dcmodoque(c,. m,) = I. Sim | c(« - ft)csloes.sim,</ | < ,d(a - ftjentoncesm, | c,(«— ft) 
y, como (c„m,) = I, m, | (a - A) y a a ftlmod m,). 

Para la reciproca, supongase que a = ftlmod m,|. Como m, | (a - ft) se sigue que m, |c,(a -ft I y 
m,d | c,d(a - A). Asi que m | c(a - ft) y ca = cftlmod m). 

13. Demostrar que, si a, ft, p > 0 6 Z, (a + bf = a" + ft p (mod p ). 

Por el teorema del binomio (o + ftp = a" + p( A' y cl teorema es inmediato. 

14. Hallar las soluciones positivas minimas incongruentes de 

(а) 13* = 9(mod 25) (c) 259* ^ 5(mod 11) (e) 222* = 12(mod 18) 

(б) 207* = 6(mod 18) (d) 7* = 5(mod 256) 

(a) Como (13, 25) = I, la congruencia tiene. por el Teorema XI. una solucion incongruente simple. 
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Solucidn 1. Si x, es la solution, es claro entonces que x, es un entero cuya cifra de las unidades es 3 
u 8; asi, pues, x, s {3. 8, 13, 18, 23}. Ensayando estos numeros, se encuenlra que x, = 18. 

Solucidn //. Por el proceso del maximo comun divisor se encuenlra (13, 25) = 1 = — 1 • 25 + 2 • 13. 
Entonces, 9 = —9-25 + 18- 13 y 18 es la solucion requerida. 

(b) Como 207 = 18 • 11 + 9, 207 = 9(mod 18), 207.v = 9x(mod 18) y, por transitividad, la congruencia dada 
es equivalente a la 9x = 6 (mod 18). Por el Teorema IX, esta congruencia se puede reducir a 3x = 2(mod 6). 
Pero (3,6) = 3 y 3 J 2 ; luego no hay solucidn. 

(c) Como 259 = 11-23 + 6, 259 = 6(mod 1 1 ) y la congruencia dada es equivalente a la 6x = 5(mod 1 1 ). 
Esta congruencia tiene una sola solucidn incongruente que a simple vista es 10. 

id) Mediante el proceso del maximo comun divisor se encuenlra (256, 7) = 1 = 2 • 256 + 7( — 73); asi, pues, 
5 = 10-256 + 7( — 365). Ahora bien, —365 = 147(mod 256) y la solucidn requerida es 147. 

(e) Como 222 = 18-12 + 6, la congruencia dada es equivalente a la 6x = 12(mod 18). Como (6, 18) = 6 
y 6 | 12, hay exactamente 6 soluciones incongruentes. Como se muestra en la demostracidn del Teorema XI, 
estas 6 soluciones son los primeros 6 enteros positivos en el conjunto de todas las soluciones de x = 2(mod 3), 
es decir, los 6 primeros enteros positivos en [2] e Z/(mod 3). Son entonces 2,5,8, 11, 14, 17. 

15. Escribir 141 y 152 en base 4. Hacer su suma y producto y comprobar los resultados. 

141 = 4 3 • 2 + 4 2 ■ 0 + 4 • 3 + 1; la representacidn es 2031. 

152 = 4 3 ■ 2 + 4 2 • 1 + 4 • 2 + 0; la representacidn es 2120. 

Suma 

1+0=1:3 + 2-11, se escribe 1 y se lleva 1 : 1 + I + 0 = 2; 2 + 2 = 10 
Asi que la suma es 10211 en base 4 y 293 en base 10. 


Producto 

Multipliquese por 0: 0000 

Multipliquese por 2: 2 • 1 = 2; 2 • 3 = 12. se escribe 2 y se lleva 1; etc. 10122 
Multipliquese por I: 2031 

Multipliquese por 2: 10122 


11032320 

El producto es 11032320 en base 4 y 21432 en base 10. 


Problemas propuestos 


16. Mostrar que la relacidn ( | ) es reflexiva y transitiva, pero no simetrica. 

17. Demostrar que si a | b entonces — a \b, a | — by -a \ -b. 

18. Enumerar todos los primos positivos (a) <50, (b) <200. 

Resp. (a) 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47. 

19. Demostrar: Si a = b • q + r donde a, b, q, re Z, entonces todo divisor comun de a y b divide tambien a r, y 
todo divisor comun de b y r tambien divide a a. 

20. Hallar el miximo comun divisor de cada par de enteros y expresarlo en la forma del Teorema II : 


(o) 237,81 
(6) 616,427 

(c) 936, 666 

( d ) 1137,419 


Resp. 3 = 13-237 + (-38) • 81 
Resp. 7 = -9-616 + 13-427 
Resp. 18 = 5-936 + (-7) • 666 
Resp. 1 = 206 • 1137 + (-559) • 419 


21. Demostrar: Si s = 0, entonces (in, sb ) = |s| • (a, b). 
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22. Demostrar: (a) Si a \ s, A \ s y (a, A) = 1, entonces ab | s. 

(b) Si m = dm , y si m | am,, entonces d \ a. 

23. Demostrar: Si el primo p es divisor de a • A • c, entonces p\a o p\b o p\c. 

24. El entero e = [a, b] se llama minima comim mulliplo de los enteros positivos a y b si (1) a | e y b \ e, (2) si a I x 
y b\x, entonces e | x. 

25. Hallar: (a) [3.7], (6) [3. 12], (c) [22,715], Resp. (a) 21. ( b ) 12, (c) 1430 

26. (a) Escribir los enteros a = 19.500 y b = 54.450 como productos de primos positivos. 

(A) Hallar d = (a, b) y e = [a, 6].. 

(c) Verificar d- e — a - b 

(d) Demostrar la rclacion en (c) si a y b son enteros positivos cualesquicra. 

Resp. (A) 2 • 3 • 5 2 ; 2 J ■ 3 J ■ 5 J • 1 1 2 • 13 

27. Demostrar: Si m > 1, m / a, m J b, entonces m | (a - b) implica a - mq, = r = b - mq 2 . 0 < r < m, y re- 
ciprocamente. 


28. Hallar todas las soluciones de: 


(o) 4x = 3(mod 7) 

(6) 9x = ll(mod 26) 
(e) 3x + 1 = 4(mod 6) 
(d) 8x = 6(mod 14) 
Resp. (a) [6], (6) [7], (c) 


(e) 153x = 6(mod 12) 

(/) x + 1 = 3(mod 7) 

(g) 8x = 6(mod 422) 

(A) 363x = 345(mod 624) 

[1], (d) [6], [13], (e) [2], [6], [10], (/) [2], ( g ) [159], [370], (A) [123], [331], [539] 


29. Demostrar: Teoremas V, VI, VII, VIII. 


30. Demostrar: Si a s Afmod m)yc = A(mod m), entonces a = c(mod m). Veanse Ejemplos 10(a), (A), (c), pa- 
gina 52. 

31. (a) Demostrar: Si a + x = A + x(mod m), es a = A(mod m). 

(A) Dar un contraejemplo numerico como prueba en contrario de : Si ax = Ax(mod m), entonces ax = A(mod m). 
(c) Modifiquese este establecimiento falso de (A) para obtener uno verdadero. 

32. (a) interpretese a — A(mod 0). 

(A) Muestrese que todo rsZ ts solucion de ax = A(mod 1). 

33. (a) Construir las tablas de adicion y multiplicacibn para Z/( 5). 

(A) Mediante la tabla de multiplicacibn obtener 3 ! = 4(mod 5), 3 4 m l(mod 5), 3' s l(mod 5). 

(c) Obtener 3” 6 s l(mod 5), 3 514 s 4(mod 5), 3 ,0J4 m l(mod 5). 

34. Construir tablas de adicibn y multiplicacibn para Z/( 2). Z/( 6), Z/( 7), Z/(9). 

35. Demostrar: Si [s]eZ/(m) y si a. be [s], entonces a = A(mod m). 

36. Demostrar: Si [j], [/] 6 Z/(m) y si a e [s] y A 6 [/], entonces a = A(mod m) si, y solo si, [s] = [t]. 

37. Expresar 212 en las bases (a) 2, (A) 3, (<•) 4, (d) 7 y (e) 9. 

(a) 11010100, (A) 21212, (c) 3110, (d) 422, (e) 255 

38. Expresar 89 y 111 en distintas bases, hacer la suma y el producto y comprobar los resultados. 

39. Demostrar la primera parte del teorema de factorizacion unica utilizando el principio de induccibn establecido 
en el Problema 27, Capitulo 3, pagina 37. 


Capitulo 6 


Los numeros racionales 


LOS NUMEROS RACIONALES 

El sistema de los enteros tiene un defecto manifiesto en que, dados dos enteros m 0 y s, la ecua- 
cion mx = s puede o no tener solucion. Por ejemplo, 3x = 6 tiene la solucion x = 2, pero la 4x = 6 
no tiene solucion. Este defecto se remedia anadiendo a los enteros otros numeros (llamados comtin- 
mente fracciones) para formar el sistema Q de los numeros racionales. La construccion dada aqui es 
en lo esencial la que se utilizo en el Capitulo 4. 

Se parte del conjunto de pares ordenados 

K = / x (/ — { 0)) = {(s,m): *£/, me/-|0l) 

y se define una relation binaria ~ entre los (s, m), ( t,n ) e K por 

(s, m) — (£,«) si, y solo si, sn = nit 

(Observese cuidadosamcnte que 0 puede aparecer como primer componente, pero nunca como segun- 
do en cualquier (s, m).) 

Pero entonces ~ es una relation de equivalencia (probarlo) y asi cfecliia en K una partition en 
clases de equivalencia 

S = {[s.ro], [t,n], ... } 

donde [s, m] = { (a, b ) : (a, 6) G K, (a, b) ~ (s, m ) } 

Las clases de equivalencia de J se llamaran numeros racionales y en lo que sigue se vera que ./ es iso- 
morfo al sistema Q tal como se le conoce. 

ADICION Y MULTIPLICACION 

La adicidn y la multiplicacion sobre J se definen respectivamente por 
(i) [s,m] + [(,«] = [(sw + mt), mn] 

y (ii) [8, m] •[«,«] = \st,mn] 

Estas operaciones asi definidas en terminos de operaciones bien definidas entre enteros son (vease Pro- 
blema 1) bien definidas ellas mismas. 

Definimos ahora dos numeros racionales especiales: 

cero: [0, tw] «-» 0 uno : [w, m] <-> 1 

y los simetricos 

(aditivo): -[j, m] - [-s, w] para todo [s. m] e ./ 

(multiplicativo): [s, m] ~ 1 = [m, a] para todo [s, rn\ e J si s =£ 0. 

En forma analoga a l'a del Capitulo 4, es facil probar que la adicion y la multiplicacion siguen las 
leyes A,-A 6 , M,-M 5 , D,-D 2 , tales como se establecieron para los enteros. 

Una propiedad de J pero no de Z es: 

M 6 : Para todo .x + 0 eJ existe un simetrico multiplicativo x _1 e / tal que x-x 1 = 
x ~ 1 • x — 1, que se llama inverso de x. 
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Por el Teorema IV, Capitulo 2, cl inverse definido en M 6 es linico. 

En el Problema 2 se demuestra el 

Teorema I. Si x y y son clemenios no nulos de J, entonces (x ■ y )~ 1 = y~ 1 •x"' 

SDSTRACCION Y DIVISION 


La sustraccion y la division sobre ,f se delincn por 


(iii) x - y = x + (-y) 

V 

para cuaiesquiera x. y eJ 

y 

(iv) x : y = x • y ~ 1 

para cuaiesquiera ,v 6 y ± 0 eJ 

respectivamente. 

Estas operaciones no son ni asociativas ni conmutativas (dcmucstrese esto). Pero, lo mismo que 
en Z, la multiplieacidn es distributiva con respecto a la sustraccion. 

RACIONALES ENTEROS 


La aplicacion 

[/, 1] 6 /<-*/eZ 

es un isomorfismo de un cierto subconjunto de y sobre el conjunto de los entcros. Sc puede, pues, siem- 
pre que sea mas comodo, rcmplazar el subconjunto ./* = { [r, 1 ] : [/, 1] e J} por Z. Para completar 
la identificacion de J con Q no hay mas que remplazar 

y, en particular, [.r, m~\ por s/m. 

x ■ y ' por x/y 

RELACION DE ORDEN 


Un elemento x eQ.es decir, x <-» 

[.!, m] e se llama positivo si, y solamente si, s ■ m > 0. El 


subconjunto de todos los elementos positivos de Q se dcsigna por Q* y el subconjunto correspondiente 
de J por Analogamente, [s, m] sc llama negativo si, y solamente si, s • m < 0. El subconjunto de 
todos los elementos negativos de Q se designara por Q~ y el subconjunto correspondiente de ./ por J~ . 
Como por la ley de tricotomia del Capitulo 4, o es s ■ m > 0, o es i • m < 0, o cs s • m = 0, se sigue 
que cada elemento de J es positivo, o negativo, o nulo. 

Las rclaciones de orden < y > sobre Q se definen como sigue: 

Para todo par de elementos x, y e Q, 

x < y si, y solo si, x - y < 0 

x > y si, y solo si, x — y > 0 

Estas relaeioncs son transitivas, pero no reficxivas ni simetricas. 

Q tambien cumple la 

Ley de tricotomia: Si x,y e Q, se verifica una, y solo una, de las relaeioncs 

(a) x = y ( b ) x < y (c) jc > y 

REDUCCION A TERMINOS MINIMOS 

Considerese cualquier [i. J con s + 0. Sea d el maximo comun divisor (positivo) de s y m 
y escribase s = ds u m = dm j . Como ( s . m ) ~ (i,, m,), se sigue que [i, m ] = [.v,, m,], es decir, que 
s/m = sjm t . Asi que cualquier. numero racional ^ 0 se puede escribir de manera unica en la forma 
a/b dondc ay b son primos rclativos. Cuando s/m se remplaza por a/b se dice que s/m ha sido reducido 
a sus terminos minimos, con lo que ahora es irreducible. En lo sucesivo, todo numero racional que in- 
tervenga en cualquier discusion se considerara como irreducible, 
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En el Problema 3 se demuestra: 

Teorema II. Si x y y son racionales positivos con x < y, se sigue que \/x > 1 /y. 

En los Problemas 4 y 5 se demuestra: 

Propiedad de densidad: Si x y y con x < y son dos numcros racionales, existe un numero racional z 
y tal que x < z < y 

Propiedad arquimediana : Si a y y son numcros racionales positivos existe un entero positivo p tal 
que px > y. 

REPRESENTACION DECIMAL 

Considerese el numero racional positivo a/b con b > 1. Se tiene 

a = qob + r 0 0 < n<b 

y 

10r o = <?ib + r\ 0 — r, < b 

Como r 0 < b y, por tanto, q t b + r, = 10 r 0 < 10 b, se sigue que q x < 10. Si r , = 0, entonces 
r 0 = a = q 0 b + ^ b y " = q 0 + <?,/ 10. Se escribe a,'b = q 0 ,q t y se dice que q 0 ,q x es la repre- 
sentacion decimal de a/b. Si r, =£ 0, se tiene 

10?'i = q 2 b + r-i 0 — r 2 < b 

en donde q 2 < 10. Si r 2 = 0, entonces r, = b de modo que r 0 = ^b + ^;6yla representacion 

decimal de a/b es q 0 .q,q 2 • si r 2 = r, la representacion decimal de a/b es el numero decimal periodico 
?o- 9 i 929292 . . . ; si r 2 ± 0, r,, se repite el proceso. 

Pero los distintos residuos r 0 , r,, r 2 , . . . , son elementos del conjunto {0, 1, 2, 3, . . . , b — 1} de 
los residuos modulo b, de modo que. en el peor de los casos, r b debe ser identico a alguno de los 
r 0 , r„ r 2 oigamos al r c , y la representacion decimal de a/b es el decimal periodico 

<?0-<?l9293 . . . . 9 c* 1 < 7 f + 2 . . . 9 b-l <?r • 1 I 2 . . . . . . . . 

Asi que todo numero racional se puede expresar como un numero decimal que termina o que es pe- 
riodico. 

Ejemplo 1: (a) 5/4 = 1,25 

(b) 3/8 = 0,375 

(c) Para 1 1/6 se cncucntra 

11 = 1 • 6 + 5; = 1, r 0 = 5 

10 • 5 = 8 • 6 + 2; ?, = 8, r, = 2 

10 • 2 = 3*6 + 2; q 2 — 3, r 2 = 2 = r, 

y 11/6 = 1,833333.... 

(d) Para 25/7 se encuentra 

25 = 3 • 7 + 4; q 0 = 3. r 0 = 4 

10-4 = 5-7 + 6; q, = 5, r, = 5 

10*5 = 7-7 + 1; q- 2 = 7, r 2 = 1 

10 • 1 = 1 • 7 + 3; q 3 = 1, r 3 = 3 

10-3 = 4-7 + 2; q< = 4, r 4 = 2 

10 • 2 = 2 • 7 + 6; q 3 = 2, r 5 = 6 

10-6 = 8-7 + 4; 9e = 8, r 6 = 4 = r„ 
y 25/7 - 3,571428 571428 .... 
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Reciprocamente, claro esta que todo decimal que lermina es un ntimero racional. Por ejempio. 
0,17 = 17/100 y 0,175 = 175/1000 = 7/40. 

En el Problema 6 se demuestra el 

Teorema III. Todo decimal periodico es un numero racional. 

La demostracion emplea los dos teoremas preliminarcs: 

(i) Todo decimal periodico se puedc escribir como suma de una progresion gcomctrica infinita. 

(ii) La suma de una progresion gcometrica infinita cuya razon r es tal que |r| < I, es un numero 
finilo. 

En cualquiei libro de dlgebra que irate las progresiones sc encucntra cl estudio de estos teoremas. 


Problemas resueltos 


1. Demostrar que la adicion y la multiplicacion sobre f estan bien definidas. 

Sean [a. 6] = [j, m] y [c. d] = [r. nj. Entonces (a, b) - (s, m) y (o, d) ~ (I, n), de modo que am = hs y 
cn = dr. Como 


a,6| [e,d] 


y la adicion es bien definida 


{{ad + be), 6rf] = [(ad + bc)mn, bd • mn] 
[(am • dn + cn • bm), bd • mn\ 

[(6s • dn + dt • bm), bd • mn] 

[6d(s» d tm), bd • mn] 

[sM + /m, »m| = [s, m| + [f,n| 


Asimismo. [a, 6| ■ [c, rf| 


y la multiplication es bien definida 


= \ac, bd] = [ac • mn, bd ■ »nn[ 

= [am ■ cn, bd • inn] = [6s • dt, bd • not) 
= [6rf*s(, 6d-m«| = [sf.mn] 

= [«, m] • [(, n) 


2. Demostrar: Si x,y son numeros racionales no nulos. entonces (x ■ y )~ 1 = y~ 1 •a" 1 , 

Sean .v [y, m] y y •-» [f, n], de modo que ,v" 1 «-* [m, ,v] y y~ 1 «-♦ [n, r], Entonces .v • r •-> [.«, ">]•[/. «] = 

[w, mn] y (,v • y)‘ 1 [mn. st] = [n. /] • [m, s] y~ ' ■ at' 1 . 

3. Demostrar: Si x y y son racionales positives con .v < y , entonces l/.v > 1 /y. 

Sean x *-• [j, m] y y *-* [;, n]: entonces sm > 0. m > 0, y sn < ml. Y asi. para l/.v ■» v 1 *-* [m. ,v| y 

I /_>' *-• [n, r], la desiguatdad ml > sn implica l/.v > l/.v, como se afirmaba. 

4 . Demostrar: Si v y y con .v < y s(>n dos numeros racionales. existe un numero racional r tal que 
a < - < y. 

Como ,v < y. tenemos 

2.v = .v + .v < a- + y y x + I' < y + y = 2y 
Entonces 2v < a + y < 2y 

y multiplicando por ]. a < j(.v + y) < y. Asi, pues, j(x + y) es uno de los numeros c buscados. 
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5. Demostrar: Si x y y son racionales positivos, existe un entero positivo p tal que px > y. 

Sean x *-> [,s, m] y y *-» [/, n] donde s, m, i, n son enteros posilivos. Ahora bien.px > y si, y solamente si, psn > ml. 
Como 47i 5^ 1 y 2 sn > 1, la desigualdad queda cicrtamcnle satisfecha si tomamos p = 2m t. 

6 . Demostrar: Todo decimal periodico representa un numero racional. 

Sea el decimal periodico 

x,yzdefdef . . . = x,y: 4 0,00 dif 4 0,00000 def + • ■ • 

Como x,yz es un decima limitado, que termina, es una fraccion racional, en tanto que 0,00*/ + 0,00000*/ 4 ■ • ■ 
es una progresion geometries infinita cuyo primer termino es a - 0,00*/ de razdn r = 0,001 y cuya suma es 

s = = offoo' una fracci6n racional 

Asi, pues, siendo la suma de dos ndmeros racionales, el decimal periddico es un niimero racional. 

7. Expresar (a) fy en base 4, ( b ) 3 en base 5. 

(а) 27/32 = 3(|) + 3/32 = 3<i> + 1(^) 2 + 1/32 = 3(j) + 1(|) 2 + 2(J;E 
La representacion pedida es 0.312. 

(б) 1/3 = 1(,1) + ft = 1(*) + 3(i) 2 + 1/75 

= IQ) + 3(^)3 + 1(J)» + 2/375 
= 1(A) + 3Q) 2 + KQ 3 4 3(!) 4 4 1/1875 
La representacion pedida es 0,131313 


Problemas propuestos 

8 . Vcrificar: (a) [s,m] 4 [0,n] = [s,»n| (c) [s.ni] 4 [— s, <n] = [0, »»] = [s,w] 4 [s, — m] 

(6) [s, m\ • [0, it] = [0,«| (d) [s, m\ • [m, s| = [ 7 i,n\ 

9. Enunciar las leyes A r A 6 , D,-D 2 del Capitulo 4 para numeros racionales y demostrarlas. 

10 . Demostrar: (a) es cerrado con rcspccto a la adicion y la multiplicacion. 

( b ) Si [ 4 , m] e/*, tambien lo es [s, m] -1 . 

11 . Demostrar: (a) es cerrado con respecto a la adicion, pero no con respeclo a la multiplicacion. 

(b) Si [s.m]eJ~ tambien lo es [.v, m]~‘. 

12 . Demostrar: Si x, ye Q y x ■ y = 0, es x = 0 o y = 0. 

13 . Demostrar: Si x,.yeQ, entonccs (a) -(x + y) = -x - y y (b) -(-x) = x. 

14 . Demostrar la ley de tricotomia. 

15 . Si x,y, z e Q. demostrar: 

(a) x 4 z < y 4 z si, y solo si, x < y; 

(b) si z > 0, xz < yz si, y solo si, x < y ; 

(c) si z < 0, xz < yz si, y solo si, x > y. 

16 . Si w, x, y, zeQ con xz / 0 en (a) y (A), y xyz / 0 en (c), demostrar: 

(a) («.’ : x) 4 (y : z) = (wz 4 xy ) : xz 

(b) (hi : x) • (y : r) = wy : xz 

(c) (hi : x) : (y : z) = wz : xy 


17. Demostrar: Si a, b e Q* y a < b. es a 2 < ah' < b 2 . iCual es la desigualdad correspondiente si a.beQ ? 


Capitulo 7 


Los numeros reales 


INTRODUCCION 

Los Capitulos 4 y 6 comenzaban con la observation de que el sistema X de numeros estudiados 
hasta entonces lenia un defecto manifiesto, defecto quc sc remcdiaba ampliando el sistema X. Para lo 
cual se dcfinia en el conjunto de pares ordenados de elementos de X una relation de equi Valencia, et- 
cetera. De ese modo se formaron a partir de N sistemas Zyg que cumplen N C Z C Q- Para lo que 
sigue, es de importancia tcner prcsente quc cada uno de los nucvos sistemas Zyg posee una unica ca- 
racteristica simple, a saber: 

Z es el menor conjunto en el cual, para elementos arbitrarios m, s e N, la ccuacibn m + x = s 
tiene siemprc una solution. 

Q es el menor conjunto en el cual, para enteros cualesquiera m =f= 0 y la ecuacion mx = s 
tiene siempre una solucion. 

La situacibn que se presenta ahora no es que Q tenga un defecto solo, pues mbs bien tiene muchos 
y tan diversos que el proeedimiento de los capitulos anteriores no los remedia todos. Mencionamos 
dos solamentc: 

(1) La ecuacion x 3 = 3 no tiene solucion en Q. Porquc supongase lo contrario y que el racional a/b, 
ya reducido, sea tal que (a/b) 1 = 3. Como a 2 = 3 ft 2 , se sigue que 3 | a 2 y, por el Tcorcma V, Ca- ' 
pitulo 5, que 3 | a. Escribase a = 3a, ; entonces 3af = b 2 con lo que 3 | b 2 y, por tanto, 3 | b. Pero 
csto contradicc la hipotcsis de quc a/b era irreducible. 

(2) La circunferencia c de un circulo de diametro d e Q no es un elcmcnto de Q, esto es, en c = nd, 
n</Q. Mas atin, n 2 4 Q tie modo que n no es solucion de x 2 = q para ningun q e Q. (F.n efecto, 
n no es raiz de ninguna ecuacibn de la forma ax" + bx"~' + • - • + sx + t = 0 con 

■v, t e Q .) 

El metodo que se introduce en la seccion siguiente para ampliar los numeros de racionales a rea- 
les se debe al matematico aleman R. Dedekind. Con el fin de motivar la definicion del concepto funda- 
mental de cortadura de Dedekind, o de coriadura simplemente en los numeros racionales, vamos a dis- 
cutirlo primero en terminos no algebraicos. 

Considcrese cl eje racional de la Fig. 7-1, es decir, 
una recta L en la que los elementos no nulos de Q se 
asignan a puntos situados a distancias apropiadas (en es- 
cala) del origen, que se designa con el 0. Por comodidad, 
llamese punto racional todo punto de L al que se haya 
asignado un numero racional. (No todo punto de L es 
punto racional, pues si P es una de las intersecciones del 
circulo de centra en 0 y radio 2 unidades, con la paralela 
a L a 1 unidad por encima de esta y se traza por P la 
perpendicular a L que la corta en T. entonces, por lo 
dicho en (1) antes, T no es un punto racional.) Supon- 
gase la recta L dividida en dos partes en alguno de sus 
puntos. Se presentan dos posibilidades: 



Fig. 7-1 
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(a) El punto en que se divide L no es un punto racional- Entonces, todo punto racional de L esta en 
una de las dos partes, pero no en ambas. 

(b) El punto en que se divide L es un punto racional. Entonces, con exception de este punto, cual- 
quier otro punto racional esta en una de las partes, pero no en ambas. Convengamos en situar el 
punto excepcional siempre en la portion derecha. 

En cualquiera de los dos casos, el efecto de seccionar L en uno de sus puntos es la determination 
de dos subconjuntos propios no vacios de Q. Como estos subconjuntos son disjuntos en tanto que su 
union es Q, cada uno define al otro, y asi podemos limitar nuestra atencion al subconjunto de la izquier- 
da. Vamos a definir este subconjunto de la izquierda algebraicamente, es decir, sin referencia a ningu- 
na recta. 


CORTADURAS DE DEDEKIND 

Por cortadura C en Q se entiende un subconjunto propio no vacio de Q dotado de las propiedades 
siguicntes: 

(i) siceCyaeQ con a < c. entonces a e C; 

(ii) para todo c eC existe b e C tal que b > c. 

Lo esencial de estas propiedades es que una cortadura no tiene ni elemento minimo (primero) ni 
elemento maximo (ultimo). Pero las razones para esto difieren bien claramente: una cortadura C no tiene 
elemento minimo porque si c e C. todo numero racional a < c es elemento de C. Por otra parte, si 
bien hay elementos de C mayores que cualquier elemento dado c eC, existen tambien ndmeros racio- 
nales mayores que c que no pcrtcnecen a C, es decir, que son mayores que todo elemento de C. 

Ejemplo 1 : Sea r un numero racional arbitrario. Demoslrar que C(r) = ja: a e Q, a < r) es una cortadura. 

Como Q no tiene ni primero ni ultimo elemento. se sigue que existen un r, e Q tal que r, < r 
(luego C(r) i= 0) y un r 2 e Q tal que r 2 > r (luego C(r) =it Q ). Por tanto, C(r) es un subcon- 
junto propio no vacio de Q. Sea c 6 C(r), esto es, c < r. Entonces, para todo ae Q tal que 
a < c, se tiene a < c < r, asi, pues, a 6 C(r) como lo exige (i). Y siendo Q denso, existe de Q 
tal que c < d < r\ con lo que d > c y de C(r) como lo exige (ii). C(r) es. pues. una cortadura. 

La cortadura definida en el Ejemplo 1 se dira cortadura racional, o, con mayor precision, cortadura 
en el numero racional r. Para un ejemplo de cortadura no racional vease el Problema 1. 

Cuando C es una cortadura, se denota por C' el complemento de C en Q. Por ejemplo, si C = C\r) 
del Ejemplo 1, entonces C = C‘(r) = { a ' : a' e Q, a' ^ r}. Asi, pues, el complemento de una cor- 
tadura racional es un subconjunto propio de Q que tiene elemento minimo, pero no maximo. El com- 
plemento de la cortadura no racional del Problema 1 carece de elemento maximo, evidentemente; en 
el Problema 2 sc demostrara que no tiene elemento minimo. 

En el Problema 3 se demuestra el 

Teorema I. Si C es una cortadura y r e Q, entonces 

{a) D = {r + a: a e C) es una cortadura y (6) D‘ = {r + a': a' e C'| 


Ahora es facil demostrar el 

Teorema II. Si C es una cortadura y r e Q' . entonces 

( a ) E = { ra : a e C} es una cortadura y (6) E' = {ra'\ a' 6 C'} 

En el Problema 4 se demuestra el 

Teorema III. Si C es una cortadura y r e Q*. hay un b e C tal que r + b e C' . 
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Denotese por X el conjunlo de todas las cortaduras de Ios numeros racionales y por X ~ el con- 
junto de todas las cortaduras (llamadas cortaduras positivas) que contienen uno o mas elementos de Q~ 
Repartanse las restantes cortaduras de X en la cortadura 0, o sea la 0 = C( 0) = {a: a e Q - [ y ei con- 
junto X~ de todas las cortaduras que contienen algtin elemcnto de Q~ , pero no todos. Por ejemplo. 
C(2) e X*, mientras que C( — 5) 6 X Por ahora limitaremos nuestra atencion solo a las cortadu- 
ras de X* para las cualcs es facil demostrar el 

Teorema IV. Si C eX + y r > 1 e£> + , existe un c e C tal que re e C. 

Cada C e X * consiste en todos Ios elementos de Q~, 0 y (vdase Problema 5) en una infinidad de 
elementos de Q* . Para cada C e X* definase C = {a: a e C, a > 0} y denotese el conjunlo de todos 
los C por X. Por ejemplo, si C = C(3) entonces C(3) = {«: a e Q, 0 < a < 3} y C se puede escribir 
como C = C(3) = Q~ U {0} U C( 3). Notese que cada Ce X + define un unico Q e X y que. re- 
ciprocamente, cada (' e X define una unica C e X *. Acordemos la convention de que si Cj eX'. 
entonces C, = Q~ U {0} U ( 

Se definen la adicion (+) y la multiplicacion (•) sobre X* como sigue: 

C, + C 2 - Q- U (0) u (C, + C 2 ) 

para cualesquiera Ci,C* G 

Cx-Ct = Q-u { 0 } u(c.-Cj) 

fc, + c 2 = (c-, i-c 2 : C,ec„ c 2 ec s } 

con (i) J 

lc,-c* = K-f,: e,6C,. c,ec* 1 

Es facil ver que tanto C\ + C’ 2 como C, • C 2 son elementos de X' . Ademas, como 


C, + C 2 = {«: a G C, +C- 2 , a > 0) 


Cl'Ct — (j: flECrCj, s>0) 

se sigue que X es cerrado con respecto a la adicion y la multiplicacion segun se definen en (i). 

Ejemplo 2: Comprobar: (a) C(3) + 0(7) = 0(10), (h) 0(3) 0(7) = 0(21 ). 

Denotese con ((3) y ((7), respeclivamenle los subconjuntos de todos los racionales po- 
sitives de 0(3) y 0(7). Solo hay que verificar entonces que 

C(3) + C(7) ** ((10) y (<3)-((7)= ((21) 

(a) Sean c, e C(3) y c 2 e (( 7)- Como 0 < c, < 3 y 0 < c 2 < 7, tenemos 0 < c, + c 2 < 10. 
Con lo que c, + c 2 e ((10) y (,'(3) + ((7)C ((10). Supongase ahora que r 3 e ('(10). 
Entonces. como 0 < r 3 < 10. 

0 < ^ <3 y 0 < lc, < 7 


0 < io c » <7 


csto es, 6 C(3) y ~c 3 e ((7). Pero c 3 = — C., + ~c 3 ; luego, ((10) C ((3) + ((7). 
Asi, pues, ('(3) + C(7) — ((10) segun se afirmaba. 

(A) Para c, y c 2 como en (a), tenemos 0 < <■ , • t- 2 < 21. Entonces, <vc 2 e('(21) y 


((3) • ((7) C ((21 )• Ahora supongase < 3 e ((21 ) de modo que 0 < c 3 < 21 y 0 < ‘ | = 
q < I. Escribase q - q, ■ q 2 con 0 < <?, < I y 0 < q 2 < I. Entonces c } = 21^ = 
(3<y, )(7</ 2 ) con 0 < 3q, < 3 y 0 < 7</ 2 < 7. esto es, 3 q, e ((3) y 7 q 2 e ((7). Entonces, 
C(21)C ((3)- ((7) y ((3) - ((7) = ((21) como se afirmaba. 


Las leyes A,-A 4 , M,-M 4 , D,-D 2 sobre X* se siguen inmediatamente de las definiciones de la adi- 
cion y la multiplicacion sobre X* y del hecho de que estas leyes rigen en Q * y, por tanto, en X. 
Por otra parte, se demuestra facilmente que C(1 ) es el neutro multiplicativo. de modo que M 5 tambien 
es valida. 
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SEVIETRICOS MULTIPLICATIVOS 

Sea ahora una cortadura cualquiera C = Q [J {0} U C sX* y definase 
C" 1 = {b: b e Q * , h < a~ l para algun a e C'} 

En el Problema 6 se demuestra: 

Si C = Q~ U {0} U C entonces C" 1 = Q~ U {0} U C _1 es una cortadura positiva. 

En el Problema 7 se demuestra: 

Para toda C eJf + , su simetrica multiplicativa es C -1 eX*. 

Ahora se puede elegir entre dos vias para sumergir /* en un sistema en que cada elemento tenga 
tin simetrico aditivo: 

(1) Repetir lo del Capitulo 4 poniendo X* en lugar de N. 

(2) O bien identificar cada elemento de XT" como el simetrico aditivo de un elemento linico 
dc X*. Procederemos de esta manera. 

SIMETRICOS A Dm VOS 

La definicion de la suma de dos cortaduras positivas es equivalente a 

C, + C 2 = {c t + c 2 : Ci 6 C„ c 2 e C 2 }, C,, C 2 e X 

Se generaliza la definicion para abarcar todas las cortaduras asi. 

C, 4 C 2 = {c, + c 2 : c, e Cj, c 2 6 C 2 }, C„C 2 e X (7) 

Ejemplo 3: Comprobar que C(3) + C(- 7) = C(-4). 

Sea c, + c 2 e C(3) 4 C(-7), donde c, e C(3) y c 2 eC(-7). Como c, < 3 y c 2 < -7, 
sesigucquec, + c 2 < — 4 dc modo que c, + c 2 e C( — 4). Asi, pues, C(3) 4 C( — 7) C C( — 4). 

Reciprocamente, sea c, e C( -4). Entonces, c 2 < -4 y -4 - c 3 = d e Q* . Ahora bien, 
C} - _4 _ d = (3 — |d) 4 ( — 7 — yd)\ entonces, como 3 — \de 0(3) y -7 - \de 0( — 7), 
se siguc que c 3 e 0(3) 4 C(- 7) y es f(-4)CC(3) 4 C(-7). Asi que C(3) 4 C<-7) = 
C( - 4) como se queria. 

Ahora, para cada C eX, definase 

-C = {x: x e Q, x < -a para algun a e C'} 

Para C = C(-3), se tiene -C = {x: x e Q, x < 3} porque -3 es el elemento minimo de C'. Pero 
esta es precisamente 0(3); luego, en general, 

— 0(r ) = C( — r) si re£> 

En el Problema 8 se demuestra que - C es ciertamente una cortadura, y en el Problema 9, que -C 
es la simetrica aditiva de C. Entonces, las leyes A, -A* se cumplen en X . 

En el Problema 10 se demuestra la 

Ley de tricotomia. Para toda C e X, se verifica una, y solamente una, de las relaciones 

C = C(0) C eX+ -C e X* 

MllLTIPLICACION SOBRE X 

Para toda C e X , se define 

C > C(0) si, y solo si, C e X* 

C < 0(0) si, y solo si, -C eX ‘ 
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y |C| = C si C P= C(0) 

\C\ = -C si C < C(0) 
Asi, 'CpC(O), esdccir, \C\ = C(0) o |C|€A[ f . 


Para todo Ci, C< £ %, se defina 



Ci' Ci = C(0) 

si 

Ci = C(0) 0 bien Ci = C( 0) 


(2) 

C,-C a = |C.| • |C*| 

si 

Ci > C( 0) y Ci > C(0) 0 si 

Ci < C(0) 

y Ci < C(0) 

Cl ■ Cl = — <|C,| • \Ci\) 

si 

Ci > C(0) y Ci < C( 0) 0 si 

C, < C(0) 

y Cl > C(0) 


Finalmente, para C C( 0), delinimos 

C-‘ = |C|-‘ si C>C(0) y C" 1 = — (|C|-‘) si C < C(0) 

Ahora resulta fdcilmente que las leyes A,-A 6) D,-D 2 (vease pdgina 71) rigen en X. 


SUSTRACCION Y DIVISION 


En forma analoga a la de la seccion correspondiente del Capitulo 6, se define para cualesquiera 
C„C 2 eX 

C 1 -C 2 = Ci + (— Ci) (3) 

y, si C 2 + C( 0), 


c, : Ct = c,-c; 


w 


Nota. Nos encontramos a esta altura en la incomoda situacion de disponer de dos significados 
completamentediferentesdeC, — C 2 . En todo este capitulo convendremos, pues, en considerar C, — C 2 
y Ci n Ci como expresiones con significados diferentes. 


RELACIONES de orden 

Para cualesquiera dos cortaduras distintas C„ C 2 € X se define 

Ci < C 2 , o tambien C 2 > C u significa C t — C 2 < C(0) 

En el Problema 11 se demuestra quc 

C, < C 2 , o tambien C 2 > C,, si, y solo si, C, C C 2 
Se sigue fdcilmente la 

Ley de tricotomia. Para cualesquiera C,, C 2 6 X se verifica una, y solo una, de las siguientcs rela 
ciones: 

(a) C, = C 2 (b) C, < C 2 (e) C, > C 2 

PROPIEDADES DE LOS NUMEROS REALES 

Definase X* = { C(r) : C(r) eX, r eQ }. Se deja al lector la demostracion del 

Teoreina V. La aplicacion C(r) 6 X* -* r e Q es un isomorfismo de X* sobre Q. 

Los elementos de X se llarnan numeros reales, y cuando quiera que sea mas coinodo, X se rem- 
plazara por el familiar R, mientras que A, B, . . . , denotaran elementos arbitrarios de R. Ahora bien, 
Q C R', los elementos del complemcnto de Q en R se llarnan numeros irracionales. 

En los Problem as 12 y 13 se demuestran la 

Propiedad de densidad. Si A, B e R con A < B, existe un numero racional C(r) tal que A < C(r) < B. 
y la 

Propiedad arquimediana. Si A, B 6 R* existe un entero positivo C(n) tal quc C'(n) ■ A > B. 
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A fin de establecer en lo que sigue una iraportante propiedad de los numeros reales que no existe 
para los numeros racionales, se hace la definition: 

Sea S ^ 0 un conjunto en el cual esta bien definida la relation de orden <, y sea T cualquier 
subconjunto propio de S. Un elemento s e S, si existe, tal que s ^ / para todo t e T (s ^ t para 
todo t e T) se llama mayorante ( minorante ) de T. 

Ejemplo 4: (a) Si S = Q y T = {-5, - 1, 0, 1, 3/2}, entonces 3/2, 2, 102, . . . son mayorantes de T, en 

tanto que -5, -17/3, -100,..., son minorantes de T. 

(b) SiS=QyT=CeX entonces T no tiene minorante en tanto que cualquier l' e T = C 
es un mayorante. Por otra parte, T' carece de mayorante, mientras que cualquier t e T 
es un minorante. 


Si el conjunto de todos los mayorantes (minorantes) de un subconjunto T de un conjunto 5 contie- 
ne un elemento minimo (un elemento maximo) e, se dice que e es el exiremo superior {extreme infe- 
rior) de T. 

Sea Q cl conjunto universal y considerese la cortadura racional C(r) 6 X . Como r es el elemento 
minimo de C'(r), todo Siren gesun mayorante de C(r) y todo i^rengesun minorante de 
C'{r). Asi, pues, r es el extremo superior de C(r) y el extremo inferior de C'(r). 

Ejemplo 5: (a) El conjunto T del Ejemplo 4(a) tiene el 3/2 como extremo superior y el -5 como extremo 

inferior. 

(b) Sea Q el conjunto universal. La cortadura C del Problema 1 carece de minorantes y, por 
tanto. de extremo inferior. Si bien tiene mayorantes. no tiene extremo superior porque C 
no tiene elemento maximo y C' no tiene elemento minimo. 

(c) Sea R el conjunto universal. Sicndo cualquier cortadura C 6 X un subconjunto de Q, 
cs un subconjunto de R. La cortadura C(r) tiene entonces mayorantes en R y re R como 
exiremo superior. Asimismo, la cortadura C del Problema 1 tiene mayorantes en R y 
^3 6 R como extremo superior. 


El Ejemplo 5(c) ilustra el 


Teorema VI. 


Si S es un subconjunto no vacio de X y si S tiene un mayorante en X, tiene un extre- 
mo superior en X. 

Para una demostracion, vease Problema 14. 


Analogamente, se tiene el 

Teorema VI'. Si S es un subconjunto no vacio de JT y S tiene un minorante en X , tiene un extremo 
inferior en X . 

Asi, pues, el conjunto R de los numeros reales tiene la 


Propiedad de plcnitud. Todo subconjunto no vacio de R que tenga un minorante (mayorante) tiene un 
extremo inferior (superior). 

Supongase 9" = a donde a, 0 e R* y n eZ*. Se dice que 0 es la raiz enesima principal de a y se 
escribe 0 = a"". Entonces, para r = m/n e Q se sigue que a' = 0”. 


Otras propiedades de R son : 

(1 ) Para todo a 6 R* y todo n e Z* existe un tinico 9 e R' tal que 9" = a. 

(2) Para numeros reales z > 1 y /?, definase a 6 como el extremo superior de {a': r e Q, r < ft). En- 
tonces, esta definida para todo a > 0, /? e R haciendo a? = (l/cx) -fi si 0 < a < 1. 
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RESUMEN 


Como rcsumen parcial hasta el momento, he aqui una lista de las propicdades fundamentales del 
sistema R de los numeros reales. A la derecha, entre parentcsis, se indican otros sistemas, N , 7, Q, en 
los que rige cada propiedad dada. 


A die ion 

A,. 

Ley de clausura 

a 2 . 

Ley conmutativa 

A s . 

Ley asociativa 

a 4 . 

Ley de cancelacidn 

As* 

Neutro aditivo 

a 6 - 

Simetrico aditivo 


r + s e R. para cualesquiera r, se R. ( N , 7.. Q) 

r + s = s + r, para cualesquiera r, se R. (/V, 7. Q ) 

r + (s + /) = (r + .s) + /, para cualesquiera r,s,ie R. ( N , Z, Q) 

Si r + / = .?+/, es r = s para cualesquiera r, s, I e R [N.Z.Q) 

Existe un elemenio neulro aditivo unico 0 eR tal que 
r + 0 = 0 + r = r, para todo reR. (Z. Q) 

Para cada reR exislc un unico simctrico aditivo, llama- 
do opuesto. -reR lal que r + ( — r) = ( — r) + r = 0. ( 7 . Q) 


Mulliplicacidn 

M,. Ley de clausura 

Mj. Ley conmutativa. 

Mj, Ley asocialiva 
M 4 , Ley de cancclacion 

M s . Neutro multiplicative 

M 6 . Simetrico multiplicative. 


r • se R. para cualesquiera r, s e R. (/V, Z, Q) 

r ■ s = .v r, para cualesquiera r, s e R (N, Z, Q) 

r ■ (s ■ I) = (r-s)-i, para cualesquiera r, ,v, / e R. ( N , Z, Q ) 

Sim ■ p = n • p, entoncesm = n para cualesquiera m, n e R 
yp^OeR. ( N.7..Q ) 

Existe un clcmcnto neutro multiplicative unico 1 e /? tal 
que 1 • r = r • I = r para todo reR. (Al, Z, Q ) 

Para cada r + 0 e R existe un unico simctrico multiplica- 
tive r~‘ e R tal que 7 • r* 1 = r~' ■ r = I. (£>) 


Ley"' distrlbutivas 


Para cualesquiera r, ,v, I e R, 


D r . 

D 2 . 


r • (s + l) = r ■ s + r • / 
|l+l)T=JT+(lT 


(A, Z, Q) 


Pr opiedad lie dens idad 
Pr opiedad artfuimediana 
P ropieda d de ple niiud 


Para todo r, s e R. con r < s, existe / e Q tal que 
r < I < s. 

Para todo r. s e R ' , con r < ,v, existe n e Z* tal que 
n ■ r > s. 

Todo subconjunto no vacio de R que tenga un minoran- 
te (mayorante) tiene un extremo inferior (extremo supe- 
rior). 


( 0 > 

( 0 ) 

(N.Z) 


Problemas resueltos 


1. Demostrar que el conjunto S formado por Q ~ , cero y todos los s e Q* tales que s 2 < 3, es una 
cortadura. 

Primero que todo. S es un subconjunto propio de Q , pues I e S y 2 f S. En segundo lugar, sean <■ e S y a e Q 
con a < c. Evidentemente. aeSsia^Oy tambicn si c 0. 

Para el caso restante (0 < a < c). a 2 < ac < c 2 < 3; luego a 2 < 3 y a eS como se requiere en (i), pagina 66. 
La propiedad (ii). pagina 66, queda cumplida por A = I si r 0; entonces S sera una cortadura siempre que para 
cada c > 0, con < 2 < 3 pueda hallarse siempre un me Q* tal que (<■ + m) 2 < 3. Se pueden simplificar un tanto 
las cosas notando que si p/q. donde p.qeZ' ha de ser un m semejante, tambicn lo es \/q. Pero q i I : luego 

( c + - ) = c 2 + — + 4r ^ c 2 + - c + 1 - asl, pues, ( c + <3 siempre que 2c + 1 < 3 - e 2 , esto 

V 1/ q Q 2 q ' V ?/ 9 

es, siempre que (3 - c 2 )q >2 c + 1. Como (3 - c 2 ) e Q *■ y (2c + l)s Q ¥ . la existencia de q e Z' que cumpia la 
ultima desigualdad viene asegurada por la propiedad arquimediana de Q‘ . Asi, pues, S es una cortadura. 
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2. Demuestrese que el complemento S' del conjunto S del Problema 1 carece de elemento minirao. 

Para todo r e S' = {a: a e Q*, a 2 3}, vamos a demostrar que se puede hallar siempre un numero racio- 
nal positivo m tal que (r - m) 2 > 3, esio es. que el r que se elija nunca podra ser elemento minimo de S'. Como 
en el Problema 1, por simplificar, se busca un m dc la forma 1 Jq con qe?\ Asi sc tlene ^,. _Ij 

= r 2 — — + > r- — — ■ luego ( r — - ) >3 siempre que — < r 1 - 3. esto es, siempre que (r 2 - 3 )r/ 

q Q 2 q ' \ 9 / <7 

> 2 r. Como en el Problema 1, la propiedad arquimcdiana de Q* asegura la existencia AeqeZ' que satisfaga la 
ultima desigualdad. Asi que S‘ carece de elemento minimo. 

3. Demostrar: Si C es qna cortadura y r e Q. entonces (a) D = {r + a: ae C} es una cortadura y 
(. b ) D‘ = {r + a': o' € C'}. 

(а) D ± 0 porque C + 0 ; ademas, para todo c' e C', r + c '( D y D j* Q. Luego D es un subconjunto pro- 
pio de Q. 

Sea b e C. Para cualquicr s e Q tal que s < r + b, se tiene v - r < b de modo que s - r £ C y entonces 
,- r + (j- r )fO segun la condicion de (i). pagina 66. Asi que para he C existc un elemento c e C tal que 
c > 6; luego r + b. r + ceDyr + c>r + b como se pidc cn (ii). pagina 66. De modo que D es una cor- 
tadura. 

(б) Sea b' e C'. Entonces r + b' i D porque b' g C; luego r + h' 6 O'. Por olra parte, si q' = r + p' e D' enton- 
ccs p' i C, pues si pertcneciera tendriamos D H O’ ^ 0. Asi que O' es lo definido. 

4. Demostrar: Si C es una cortadura y r e Q* , cxiste un b e C tal que r + h eC'. 

Segun el Problema 3, D = {r + a: a e C} es una cortadura. Como r > 0. se siguc que CCD.SeaqeQ tal 
que p = r + q e D pero no de C. Entonces q e C pero r + q e C'. Asi. pues, q saiisfacc los requisites de h cn cl 
teorema. 


5. Demostrar : Si C eX*,C contiene infinitos elementos d eg*. 

Como C e X* existe al mcnos un r e 0* tal que r e C. Entonces para todo qeN sc ticne r/q e C. Asi, pues, 
ningun Ce X' contiene solamente un numero finito de racionales positivos. 

6. Demostrar: Si C = Q~ U {0} U C e .#* . entonces C~' = Q~ U {0} U C~‘ es una cortadura 
positiva. 

Como C + Q* se siguc que C =4 0ycomoC 4= 0,rcsultaqueC + Q‘ ■ Sea de C . Entonces (d + 1) e Q 
y (</+ I)' 1 < d-' de modo que [d + If 6 C' 1 V C' ' * 0- Asi. si c e C, entonces para todo aeC' se bene 
( <„y c -'> a -'; luego c"‘ 4 c~' y C~' 4 Q' ■ Asi que C~' es un subconjunto propio de Q. 

Sean csC' 1 y reQ* tales que r < c. Entonces r < c < d~' para algun deC’ y re C ' como se requi- 
re en (i), pagina 66. Asimismo. como c + d~ ' existc s e Q' tal que c < s < d' 1 y .v g C ^ ’ ' como se requiere en (ii). 
De modo que C" 1 es una cortadura positiva. 


7. Demostrar: Para cada C e tf*. su simetrica multiplicativa es C 1 e.)f*. 

Sea C = Q- U {0} U C de modo que C' 1 = Q~ U {0} U C‘‘- Entonces C ’ C ' ' = {c ■ b\ c e C.b e C~' I- 
Pero b < d~' para algun de C y entonces bd < 1; asimismo, c < d de modo que be < I. Por tanto, 

C-C-CC(l). 

Sea ns C(D tal que n' 1 > 1. Por el Teorema IV, existe c e C tal que c • n" ‘ e C . Para cada a e C tal que 
a > c,se tiene n - a -1 <n-r' = (c • n'T 1 ;asiquen • a ~ 1 = eeC-’.Luegon = aee C; C ‘yC(D C C ’ C • 
Por consiguiente, C ’ C _1 = CO y C ■ C ' = C(l). Por el Problema 6, es C~ eX . 
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8. Si C s X . demostrar que — C es una coriadura. 

Notese primero que — C. * 0 pueslo que C" r- 0 . Sea ahora re emonees - c ? — C pues si lo fuera sc 
tendria —c< —c' (para algun c' e C") dc mode que c' < c, una contradiction. Asi que - C cs un subconjunto 
propio de Q. La propiedad (i), pagina 66, es inniediata. Para demostrar la propiedad (ii), sea xe —C. esto es 
x < -c' para algiin c‘ 6 C‘. Pero x < jU - c‘) < -c.', Asi. pues. i(x — <•')> jr y j(x - c')e - C. 

9. Demostrar que - C del Problema 8 es la simetrica aditiva de C. esto es, que C + (-C) = —C + 

C = C(0). 

Sea c + x £ C + (-C), con ce C y xe —C. Ahora bien. si x < -c‘ para c‘ e C’. se tiene r + x < c - 
C' < 0 puesto que c < c‘. Entonces, C + I-CIC OO). Reciprocamentc, scan y, zeC(O) con z > y. Enton- 
ces, por el Teorema III. exislcn c£ C y c' e C' tales que r + (z - y\ = c'. Como z - c' < - c\ sc sigue que 
z - e'e - C. Asi que y - c + (z - t'leC + (-ClyC(O)C C + (-C).LucgoC + ( — C) = -C + C = 0(0). 

10. Demostrar la ley de tricotomia: Para C e X sc veriliea una. y solo una. de las relacioncs 

C=C(0) C eX‘ -C s/* 

Es claro que ni 0(0) ni -C(0)e X’ . Supongase ahora que C 0(0) y C$ X* . Como todo <£ C cs un 
mimero racional negativo pero C ± Q ~ . existe c' s <J tal que c'sC. Como c' < Jo' < 0, se sigue que 
0 < -^c’ < Entonces. -je'e - C y asi CeX‘. Por el contrario, si CsX‘, todo c'eC es tambien 
£ Q* . Luego todo elemento de —C es negativo y -CeX‘. 


11. Demostrar: Para dos cortaduras cualesquiera C,. C 2 e X se tiene C, < C 2 si. y solo si. C, C C 2 . 

Supongase C, C C 2 . Elijase u'e C 2 C\ Ci. y luego be C 2 tal que b > a'. Como —h < -a', se sigue que 
-be —C | . Pero — C, es una cortadura ; luego existe un elemento ce— C, tal que c > —b. Entonces b + c > 0 
y b + ce C, + ( -C, I = C 2 - C, dc modo que C 2 - C, £ X* . Asi. pues, C 2 - C, > CIO) y C, < C 2 . 

Para la reciproca, supongase C, < C 2 . Entonces, C 2 C,. > C(0) y C 2 - C, eX*. Elijase deQ* tal 
que<7£.C 2 - C, yescribascrf = b + a con b e C 2 ya e — C,. Entonces. -b < -o'porqucc/ > Oycomou e — C, 
podemos elegir un a' e Cj tal que a < -a'. Pero - b < n' \ entonces, a' < b, de modo quo b £ C,, y asi, pues. 
C 2 Q_ C, . Ahora considerese cualquier x e C\. ‘Entonces, x: < h dc modo que x e C 2 y, por lanto, C, C C 2 . 


12. Demostrar: Si A, B e R con A < B existe un nuinero racional C(r) tal que A < C(r) < B. 

Como A < B, cxisten numeros rationales r y ,r con r < s tales que r,se H, pero de A. Entonces, 
A — C(s) < C(r) < B, como sc pedia. 


13. Demostrar: Si A, B e existe un cntcro positive On) tal que C(n) ■ A > B. 

Como esto es trivial para A n B. supongase A < B. Scan r, s numeros rationales positives tales que re A y 
.re B': entonces C|r) < A y Of) > B. Por la propiedad arquimediana dc Q existe un mi mere positive n tal que 
nr > ,v, cs deeir, C(n)-Or) > C(j). Luego 

On) • A i On) • Or) > O.rl > B 

como se pedia. 


14. Demostrar: Si S es un subconjunto no vacio de X y si S tiene un mayorante (en X), tiene extre- 
mo superior en X . 

Sea S = |C,, C 2 , C s , . . . } el dicho subconjunto y C un mayorante. La union U ■ (j U C 2 U Cj U ■ • ■ 

de las cortaduras de S es ella misma una cortadura e X : asimismo. como ( j C U. C 2 C_ U. C 3 C U C es 

un mayorante dc S. Pero C, C C. C 2 C C. C‘j CL....: luego U C C" y U cs cl extremo superior dc S. 
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15. (a) Dcfinir C(3) y C( — 7). Demostrar que cada una es una cortadura. 

(A) Definir C'(3) y C'(-7). 

(c) Situar -10, -5. 0, 1, 4 como 6 o i de C(3), C(-7), C'(3), C (-7). 

(</) Hallar 5 numeros racionales de C(3) que no cstcn en C(- 7). 

16. Demostrar: C(r)C C(j) si, y solamente si, r < s. 

17. Demostrar: Si A y B son cortaduras, entonces A Q B implica A B. 

18. Demostrar el Teorema II de la pagina 66. 

19. Demostrar: Si C es una cortadura y reQ + , entonces C ^ D = [a + r: a e C). 

20. Demostrar el Teorema IV, pagina 67. 

21. Sea reQ, pero no de C £ X. Demostrar que C C(r). 

22. Demostrar: (a) C(2) + C(5) = C( 7) (c) C(r) + C( 0) = C(r) 

(6) C(2) • C(5) = C(10) (d) C(r) • C(l) = C(r) 

23. Demostrar: (a) Si CeX*, es — Ce X~ . 

( b ) Si CeX ~ , es -C6JT + . 

24. Demostrar : — ( — C) = C 

25. Demostrar: (a) Si C„ C 2 e X, entonces C, + C 2 y |C,| • |C 2 | son cortaduras. 

(b) Si C, C(0), entonces |C,|~‘ es una cortadura. 

(c) (C* 1 )- 1 = C para todo C # C(0). 

26. Demostrar: (a) Si C 6 X*, entonces C~‘ eX'. 

(6) Si Ce X~, entonces C" 1 6 X~. 

27. Demostrar: Si r,seQ con r < s existe un mimero irracional a tal que r < a < s. 

Sugerencia : Considerese a = r + 

V2 

28. Demostrar: Si A y B son numeros reales con A < B, existe un numero irracional a tal que A < a < B. 

Sugerencia-. Utilicese el Problema 12 para demostrar: Si A y B son numeros reales con A < B, existen nume- 
ros racionales / y r tales que A < C(f) < C(r) < B. 

29. Demostrar el Teorema V, pagina 69. 


Capitulo 8 


Los numeros complejos 

EL SISTEMA C DE LOS NllMEROS COMPLEJOS 

El sistema C de los numeros complejos es el sistema de numeros del algebra ordinaria. Es el mi- 
nimo conjunto en que, por ejemplo, la ecuacion x 2 = a se puede resolver cuando a es un elemento cual- 
quiera de R. Para construir este conjunto C, comenzaremos con el conjunto producto R x R. La rela- 
ci6n binaria «=» se define asi: 

(<a, b) = (c, d ) si, y solo si, a = c y b = d 

Como ahora cada una de las clases de equivalencia resultantes no contiene mas que un solo elemento, 
denotaremos estas clases (a, b) en vez de [a, 6] y denotaremos en lo sucesivo R x R por C. 

ADICION Y MULTIPLICACION SOBRE C 

La adicidn y la multiplicacion sobre C se definen respectivamente por 

(i) (a,b) + (c,d) = (a + c,b + d) 

(ii) (a,b)-(c,d) = (ac - bd, ad + be) 
para cualcsquicra (a. b), (c, d) € C 

Los calculos necesarios para demostrar que estas operaciones siguen las leyes A,-A 4 , M,-M 4 , 
D,-D 2 del Cgpitulo 7, cuando se las enuncia en terminos de C, son de rutina y se dejan a! lector. Es 
fAcil verificar que (0, 0) es el elemento neutro para la adicion y que (1, 0) es el elemento neutro para la 
multiplicacidn; tambien que el sim^trico aditivo de (a, b) es el elemento -( a, b) = (-a, - b ) y que 

el simetrico multiplicativo de (a, b) + (0,0) es el (a,b)~ l = a a ' + ~b 2 ')' Asi ' pueS ’ eI COn " 

junto de los numeros complejos tiene las propiedades A 5 -A 6 y M 5 -M 6 del Capitulo 7, enunciadas 
ahora en terminos de C. 

En la seccion siguiente demostraremos que R C C; y se podria esperar entonces que C tenga to- 
das las propiedades fundamentales de R. Pero esto no es cierto, puesto que no es posible generalizar 
a C (definir en C) la relacion de orden «<» de R para todos los elementos de C. 

Vease Problema 1. 

PLOPIEDADES DE LOS NUMEROS COMPLEJOS 

Los numeros reales son un subconjunto propio de los numeros complejos C. Porque si en (i) y (ii) 
hacemos b = d = 0, se ve que las primeras componentes se combinan exactamente como los numeros 
reales aye. Asi, pues, la aplicacion a *-* (a, 0) es un isomorfismo de R sobre un cierto subconjunto 
{(a, b): a 6 R, b = 0} de C. 

Los elementos (a, b) e C en los que b ± O' se dicen numeros imaginarios y si a = 0, (a, b ) es un 
numero imaginario puro. 

Para cada numero complejo z = (a, b) se define el numero complejo z = (a, b) = ( a,—b ) que se 
llama conjugado del z. Evidentemente, todo numero real es su propio conjugado en tanto que el con- 
jugado de un imaginario puro es su opuesto. 
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De aqui se sigue facilmente: 

Teorema I. La suma (producto) dc dos complejos conjugados es real. 

Teorema II. El cuadrado de todo numero imaginario puro es un numero real negativo. 

Vease tambien Problema 2. 

El papel especial del numero complejo (I, 0) sugiere investigar el de otro, (0, 1). Se tiene 
(at, y)- (0, 1) = (-y, x) para todo {x, y) eC 

y, en particular, 

(V.O)-(O, 1)= (0. 1 ) - 0, 0) = (0 ,y) 

Ademis, (0, 1 ) 2 - (0, 1 ) • (0. 1 ) = ( — 1 , 0) «-* — 1 en la anterior aplicacion, de modo que (0, 1 ) es una 
solution de z 2 = —1. 

Definiendo (0, 1 ) como la urtidad imaginaria y denotandola por /', se tiene 

i 2 = - 1 

y, para todo (.v, y) e C, 

(.v.y) = (x. 0) + (0 ,y) = (.v, 0) + (y, 0) • (0, 1) = x + yi 

En esta notation mas familiar, .v se llama parte real y y parte imaginaria del numero complejo. Resu- 
miendo: 


el opuesto de z = x + yi es —z = —(x + yi) = —x — yi 
el conjugado de z — x + yi es z = x+yi — x — yi 
para todo z - x + yi, z-z ~ x? + y 2 € R 


para todo 2 ^ 0 + 0 • i = 0, z~' 


1 

2 


2 

Z-Z 


_E V—i 

.)•- + y- x- + y- 


SUSTRACCION Y DIVISION SOBRE C 


La sustraccion y la division sobre C se definen por 

(iii) z w = z + ( w) para cualesquiera z,w eC 

(iv) z : w = z ■ w~\ para cualesquiera w + 0, z e C 



REPRESENTACION TRIGONOMETRICA 

La represcntacion de un numero complejo z por (at, y) y por at + yi sugiere la aplicacion (isomor- 


del conjunto C dc los numeros complejos sobre los puntos del piano real, Podcmos, pues, hablar del 
punto P(x, y) o P(x + yi) como tnejor convenga a nuestro proposito del momento. El empleo de una 
sola coordenada simplifica, a menudo, muchos calculos que de otro modo serian tediosos. En seguida 
sc discute un ejemplo dc ello y otro se esquematiza brevemente en el Problema 20. 

Considerese en la Fig. 8-1 el punto P(x + yi) + 0 cuya dis- 11 

tancia r a O viene dada por r = Jx 2 + y 2 . Si 0 es el angulo +ri x + yi) 

positivo que OP hace con el eje positivo de las .v, se tiene " T\ 

x = r,cos6, y = r sen 0 / j 

de donde z = x + vi = Wcos 0 + i sen 0) / 9 ' 


El segundo miembro de esta igualdad se llama forma trigonome- 
trica {forma polar) de z. El numero real no negativo 
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r = \z\ = - y/x 1 + y 2 

se llama modulo (valor absoluto) de z y 0 se llama angulo ( umplitud o argumento ) de z. Como 0 cs tal 
que x — r cos 9, y = r sen 0, tg 0 = y/x y cualesquiera dos de estos determinan 0 dentro de un mdl- 
tiplo aditivo de 2n. Por lo general se escoge 0 como el menor angulo positivo. (Nota. Si P esta en O, 
se tiene r = 0 y 0 arbitrario.) 

Ejcmplo 1: Expresar (a) I + /'. ( b ) -y /l + i en forma trigonometries. 

[a) Se tiene r = v /l + 1 = Jl. Como Ig 0 = 1 y cos 0 = 1/^/2, lomamos para 0 el 
angulo del primer cuadrantc 45' = jr/4. Asi, pues. I + ; = (cos ji/ 4 + i sen n/ 4). 

(A) Aqui es r = + I = 2. tg 0 - y cos 0 = -1^3. Tomando para 0 el dn- 

gulo del scgundo cuadrantc 5n/6 sc tiene 

-•Ji + i = 2(cos 5ir/6 + / sen 5rr/6) 

Se sigue que dos numeros complejos son iguales si, y solo si, sus valores absolutos son iguales y 
s; sus angulos difteren en un multiplo entero de 27 t, esto es, si son congrucntes modulo 2 n. 

En los Problemas 3 y 4 se demuestran el 

teorema HI. El valor absoluto del producto de dos numeros complejos es el producto de sus valores 
absolutos y el angulo del producto es la suma de sus angulos. 

j d 

Teorema IV. El valor absoluto del cociente de dos numeros complejos es el cociente de sus valores 
absolutos y el angulo del cociente es el angulo del numerador menos el angulo del de- 
nominador. 

Ejemplo 2: (a) Si z, = 2(cos pi + i sen in) y z 2 = 4(cos | n + / sen |n). se tiene 

z, ■ z 2 = 2(cos in + i sen in) • 4(cos |n + i sen |n) 

= 8(cos n + /' sen n) = — 8 
r 2 /z, = 4(eos |n + i sen |n) : 2(cos in + j sen in) 

= 2(cos jn + / sen in) = 2/ 

Zi/zj = i(cos (-jn) + / sen (-Jn)) = jlcos 3n/2 + » sen 3n/2) = - J/' 

(A) Si r = 2(cos n/6 + i sen n/6), 

z 2 — z • j *= 4(cos n/3 + / sen n/3) = 2(1 + ufi) 
y z 3 =■ z 2 • z = 8(cos Jn + i sen Jn) = 8/ 

consecuencia del Teorema IV. se tiene 
V. Si n es un entero positivo 

[r(cos 0 + / sen d)]" = r"(cos nU + i sen nO) 


z" = A = p( cos 4 1 + i s en <b) 

■a entero positivo y A es cualquier numero complejo, tiene exactamentc n raices como se 
segiuda. Si z = r(cos 9 + i sen 0 ) cs una de estas, se tiene por el Teorema V 

r"(cos nO + i sen nO) = p( cos <p + i sen ip) 

r” = p y nO = <p + 2 kn ( k , entero) 

r = p l ‘* y 0 = (p/n + 2 kn/n 


78 


LOS NUMEROS COMPLEJOS 


[CAP. 8 


El numero de raices distintas es el de angulos del conjunto {<p/n + 2kn/n] que no terminan en el mis- 
mo lado. Para cualquier entero positivo k = nq + m, 0 n m < n, es claro que <t>/n + 2kn/n y 
<j>/n + 2 mn/n lienen lados terminalcs coincidentes. Asi, pues, hay exactamentc n raices distintas da- 
das por 

p u " \cos (<j>/n + 2kzr/n) + i sen (^/n + 2&tr/w)], A: = 0, 1,2,3 n — 1 

Estas n raices son coordenadas de n puntos cquidistantes sobre el circulo de centro en el origcn y de 
radio {/j ~A\. Si entonces z = V'A', ( cos 0 + i sen 0 ) es cualquiera de las raices enesimas de A, las otras 
raices se obtcndran sucesivamente aumentando el angulo 0 en 2 n/n y rcduciendo mddulo 2 n cuando 
quiera que el dngulo sea mayor que 2 it. 

Ejemplo 3: (a) Una raiz de z* = 1 es r, = 1 - cos 0 + i sen 0. Aumentando cl dngulo sucesivamente 

en 2n/4 - it/2, se encuentra r 2 = cos Jit + i sen Jit, r 3 = cos it + i sen it y r 4 = cos 
3it/2 + i sen 3n/2. Notcse que si hubieramos comcnzado con otra raiz, digamos - 1 - 
cos it + ; sen it, habriamos obtenido cos 3it/2 + i sen 3it/2. cos 2it + i sen 2it = cos 
0 + / sen 0 y cos Jit + / sen Jit. Estas son, desde luego. las niisnias raices obtenidas antes 
solo que en orden diferente. 

(A) Una de las raices de z 6 = — 4\/3 — 4t = 8(cos 7ir/6 + / sen 7it/6) es 
r[ = \/2 (cos 7ir/36 + t'sen7jr/36) 

Aumentando sucesivamente el angulo en 2it/6. tenemos 

r 2 = \/2 (cos 19 jt/ 36 + tsenl9ir/36) 
r 3 = v^2 (cos 31 t/36 + i sen 31 it/36) 
t, = \/2 (cos 43ir/36 + i sen 43ir/36) 
r 5 = (cos 55r/36 + i sen 55»-/36) 

r 6 = (cos 67 tt/ 36 + i sen 67?r/36) 

Como consecuencia del Teorema V se tiene el 
Teorema VI. Las n raices enesimas de la unidad son 

P = cos 2ir/n + i sen 2ir/n, p 2 , p\ p\ .... p n ~\ p" = 1 


RAICES PRIMITIVAS DE LA UNIDAD 


Una raiz enesima z de 1 se dice primitiva si, y solamente si, z™ ^ I con 0 < m < n. Mediante los 
resultados del Problema 5 es facil mostrar que p y p 5 son raices sextas primitivas de 1, en tanto que p 1 , 
p 3 , p 4 , p 6 no lo son. Esto ilustra el 


Teorema VII. Sea p = cos 2n/n + i sen 2n/n. Si (m, n) = d > 1, entonces p" es una raiz de orden 
n/d de 1. 

Para una demostracion veasc Problema 6. 

De aqui se sigue el 

Corolario. Las raices n primitivas de 1 son aquellas raices enesimas, y solo aquelias, p, p 2 , p 3 , . . , , p" 
de 1 cuyos exponentes son primos relativos con n. 

Ejemplo 4: Las raices 12 mds primitivas de I son 

p = cos 2n-/12 + tsen2ir/12 = J\/3 + Jt 


p 5 = cos 5ir/6 + (sen 5u-/6 — — J\/3 -P Jt 
pi = cos7a76 + tsen7ir^6 = — J\/3 — Jt 
p 11 = cos llir/6 + i sen 11^/6 = - -Ji 
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Problemas resueltos 


1. Expresar en la forma x + yi: 

(a) 3 - 2y/=i, (b) 3 + ^ 4 , (c) 5, (d) («) (/) i*. 


(а) 3 - 2\Z— 1 = 3 - 2t 

(б) 3 + v^4 = 3 + 2i 
(c) 5 = 5 + 0 •? 

M 1 ?t 3-4? 


6-i _ (5 — 1)(2 + 3l> 13 + 13i _ . . . 

' ' 2 - 3i “ (2 - 3i)(2 + 3 i) ITl 

(/) i» = ,2 = -i = 0 - i 


8+4? ~ (3'+ 4 i)(3 — 4?) 


-4.) r 


3-4 ? 

25 


“ 25 25 * 


U-+V 1 (j, ' 

2. Demostrar: La aplicacion z<-*z, z e C es un isomorfismo de C sobre C. 

Vamos a demostrar que la adicion y la multiplication se preservan en la aplicacion. Lo cual se sigue de que 
siendo para 

*( = *l+!/| «. ^2 = * 2 +i/ 2 t € C, 


2| + z 2 = (*, + jf,i) + (z 2 + j/ 2 i) = (x, + * 2 ) + <!/, + j/ 2 )i 

= (*1 +- x 2 ) — (y, + j/ a )« = (x, - ii,i) + (z 2 - y. 2 i) = z. 


2 i ‘ z 2 - (*i*2 - t/ii/z) + (*ilte + = (x,i 2 - j/,;/ 2 ) - (*,j/ 2 + x 2 (/,)i 

= (*1 — Vl>) • (*2 - ViO - 2 | ■ z 2 


3. Demostrar: El valor absoluto del producto de dos numeros complejos es el producto de sus va- 
lores absolutos y el angulo del producto es la suma de sus angulos. 

Scan z, = r, (cos 0, + i sen 0,) y z 2 = r 2 (cos 0 2 + / sen 0 2 ). Entonces 

z, • z 2 = r,r 2 [(cos 8, ■ cos 0 2 - sen 0, ■ sen 2 ) + /(sen 0, • cos 0 2 + sen 0 2 ■ cos 0, )] 

= r,r 2 [cos (0, + 0 2 ) + i sen (0, + 0 2 )] 

4 . Demostrar: Ej valor absoluto del cociente de dos ntimeros complejos es el cociente de sus valores 
absolutos y el angulo del cociente es el angulo del numerador menos el angulo del denominador. 


Para los numeros complejos z, y z 2 del Problema 3. 


z, r,(cos«i + t sen «,) r,(cos«, + i sen «,)(cos « 2 - i sen g. 2 ) 

z 2 r 2 (cos e 2 + i sen g. 2 ) ~ r 2 (cos « 2 + ? sen s 2 )(eos - i sen « 2 ) 

= [(cos cos 9 < 2 + sen#, sen» 2 ) + i( sens, cos e. 2 - sen « 2 cos «,|| 

= —[cos (*,-»*) + i sen (*,-»*)! 
r z 


5. Hallar las 6 raices sextas de 1 y demostrar que entre ellas estdn las raices cuadradas y las raices cii- 
bicas de 1. 

Las raices sextas de 1 son 

P = cos ff/3 + i sen ir/3 = + Jv^3 i c’ = cos 4r/3 + I sen 4-/3 = — J ^ y/3 i 

P 1 = cos 2>r/3 + isen2ir/3 = — ^ + ,J\/3 / p : ‘ = cos 5 ,t/ 3 + i sen 5 t/ 3 = J — t\/3 / 

p 1 - cos .t + i sen n = -1 ,,*■ = cos 2r + i sen 2ir = I 

De cstas. p i = — I y p h = I son raices cuadradas de 1 y p 2 = - j t j v /3 /, /< 4 — — j — J^/3 /, y p 6 = I 

son ratces cubicas de 1. 
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6 . Demostrar: Sea p = cos 2n/n + i sen 2n/n. Si (m, n) = d > 1, entonces p m es una raiz de orden 
n/d de 1. 

Sean m = m,rf y n = n x d. Como p" = cos 2 mn/n + f sen 2 mn/n = cos 2m 1 jr/n, + / sen 2m 1 n/n, y 
(p"f = cos 2 m, a + i sen 2m , ji = 1, se sigue que p” es una raiz n, = n/d-b sima de 1. 


Problemas propuestos 

7 . Expresar los siguientes numeros en la forma x + yi: (a) 2 + V— 5, ( b ) (4 + \f-b ) + (3 — 2\Z-5 ), 

(c) (4 + \/— 5) - (3 — ), (rf> (3 + 4i) ■ (4 - 5i), <<•) ^-3-- </> firjl' <»> frll' (A) 

(«) i 5 , O') <*. W i 8 - 

Resp. (a) 2 + VS (6) 7 - Vb i. (e) 1 + St/bi, (rf) 32 + i, (e) 2/13 + 3.713, (/) 4/29 + 19.729, 
(p) 4/13 - 19.713, (/.) 1 + 0 • /, (i) 0 + t. O') -1 + 0 • i. (At) 1 + 0 • i 

8. Dar los conjugados de: (a) 2 + 3/, (6) 2 — 3/, (c) 5, (rf) 2i. 

Resp. (a) 2 - 3/, (6) 2 + 3/. (c) 5, (rf) -2 « 

9. Demostrar: El conjugado del conjugado de z es z mismo. 

10 . Demostrar: Para todo z * 0 € C, (z _l ) = (z) 

11 . Situar todos los puntos cuyas coordenadas son de la forma (a) (a + 0 • /), (6) (0 + A.) donde a.beR. Demues- 
trese que cada punto z y su conjugado son simctricos respecto del ejc x. 


12. Expresar en forma trigonometries: 


(a) S (c) (e) -6 


(6) 4 - 4. (rf) -3. 

Resp. (a) 5 cis 0 

(i>) 4\/2cis7r/4 
(c) 2 cis 4z/3 
siendo cis 6 = cos 


(/) \/2 + \/2 i 
(rf) 3 cis 3-/2 (p) 

(<■) 6 cis z (A) 

(/) 2 cis z/4 (0 

+ 1 sen 0. 


(0) —3 + i/3 i 
(A) -1/(1 + 0 
2\^3 cis 5sr/6 
V^2/2 cis 3r/4 
cis 3r/2 


(0 1/i 


13. Expresar en la forma a + bi: 


(a) 5 cis 60° 
(A) 2 cis 90° 
(e) cis 150° 
(rf) 2 cis 210° 


(«) (2 cis 25°) -(3 cis 335°) 
(/) (10 cis 100°) • (cis 140°) 
(0) (6 cis 170°) : (3 cis 50°) 
(A) (4 cis 20°) : (8 cis 80°) 


Resp. (a) 5/2 + 5\/3 .72 
(A) 2.' 


(c) -4V3 + li 

(d) -\/3 - .' 


(e) 6 

(/) -5 - 5y/3 i 


(0) -1 + V3i 

(A) i - i\/3 i 


14 . Hallar las raices cubicas de: (a) 1 , (A) 8, 

Resp. (a) ± 1; (A) -1 * \l3 .', 

2 cis 19z/18, 2 'cis 31z/18 


(e) 27i, (d) -Si, (e) -4y/3 - 4i. 

2; (c) + | i, -3«; (d) 2i, ±\/3 - i; 


(e) 2 cis 7.r/18. 


15 . Hallar (a) las raices quintas primitivas de 1, (A) las raices octavas primitivas de 1. 

16 . Demostrar: La suma de las n raices enesimasidistintas de 1 es cero. 


CAP. 8] 


LOS NUMEROS COMP1.EJOS 


81 


17. Utilizando la Fig. 8-2 demostrar: 

(a) |z, .+ zj| |z,| + |z 2 | 

(A) |z, - zj|i|z,| - |zj| 

18 . Si r es una raiz cubica cualquiera dc a e C, cnionccs 
r, air, tu 2 r donde ai = - j + K/3/ y o> 2 son las raices 
cdbicas imaginarias de I . son las ires raices cubicas de a. 

19 . Describir geomctricamente las aplicaciones 

(o) z - f (6) * - zi (c) z - Si 



0 

Fig. 8-2. 


20 . Sea en el piano real K el circulo con centra en 0 y ra- 
dio 1 y sea A,A 2 A 3 , donde A,{xj,yj) = A t (Zj) = + 

yj), j = 1.2,3, es un triangulo inscrito. Denotese por 
Pfc) = />U + yi) un punto cualquiera variable del piano. 


(a) Encontrar que la ecuacion de K es :-z = 1. 

at, + bt k 

(A) Demostrar que P,{x„y r ) donde t, - — — 
ay, + A 

y Ur = — r — , divide el segmento A j, A t en la 

0 ,, f az i + \ 

razon A : a. Luego, como A t , A k y ' r ( aA _ h j 


estan en la recta Aj. A k , comprobar que la ecuacion 
de esta es z + zy z k z = z ( - 4- z,. 



Fig. 8-3. 


(<) Comprobar: La ecuacion de toda paralela a AjA k liene la forma z + ZjZ t z = ij demostrando que los pun- 
tos medios B j y B k de A,Aj y A,A t estan sobre la recta r + zf k z = |( z , + Zj + z k + z,z i z l ). 


(d) Comprobar: La ecuacion de toda recta perpendicular a AjA t tiene la forma z - z ( z,z = /i demostrando 
que 0 y el punto medio de A t A k estan sobre la recta z - zf k z = 0. 


(e) Utilizar z = z, en z - zf k z = ;i para obtener la ecuacion z - Zjz k z = z f - r,z J z k de laaltura por ,4 t de A I A 2 A S . 
Luego eliminar z entre las ecuaciones de dos alturas cualesquiera para obtener su punto de intersection 
//(z, + z 2 + z 3 ). Demuestresc que H tambien esta en la tercera altura. 


I 
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Grupos 


GRDPOS 

Un conjunto no vacio # sobrc el cual se ha definido una operacion binaria ° se llama grupo con 
respecto a esta operacion si para cualesquiera a, b, c e '$ se verifican las propiedades siguientes: 

P, : (a o b) o c = a p (6 ° c) (ley asociativa) 

P 2 : Existe un ueS! tal que = = n 

(existencia de elemento neutro) 

P s : Para cada ae ( S existe un a~' eS? tal que a°a~' = a~' ° a = u 

(existencia del simetrico) 

Nota 1 . No ha de haber lugar a confusion por el empleo en P 3 de a ~ 1 para denotar el simetrico 
de a respecto de la operacidn La notation ha sido simplemente sacada de la que se utilizd antes para 
la multiplicacion. Cuando la operacion del grupo es la adicion se ha de interpretar a' 1 como el sime- 
trico aditivo —a. 

Noia 2. Los capltulos precedentes conticnen muchos ejemplos de grupos para la mayorla de 
los cualcs la operacidn de grupo es conmutaliva. Es de notar aqui que el hecho de que la operacion sea 
conmutativa no se requiere en las propiedades enumeradas arriba. Si la operacion es conmutativa, el 
grupo se dice abeliano , pero por el momento no haremos distincion entre grupos abelianos o no abe- 
lianos. 


Ejemplo 1 : (a) El conjunto Z de los entcros forma un grupo con respecto a la adicibn ; el elemento neutro 
es el 0 y el simetrico de a e Z es cl -a o sea, el opuesto de a. Asi que en lo sucesivo po- 
demos hablar del grupo aditivo Z. Por otra parte, Z no es grupo multiplicative, ya que, 
por cjcmplo, ni 0 ni 2 tienen simctricos multiplicativos. 

(b) Et conjunto A del Ejemplo 12(c), Capitulo 2, es un grupo con respecto a o. El elemento 
neutro es a. AvcrigUese el simetrico de cada elemento. 


<e) 


(d) 


El conjunto A = { — 3, — 2, — 1 , 0, 1 , 2, 3 } no es grupo con respecto a la adicion sobre Z 
si bien 0 es elemento neutro, cada elemento de A tiene simetrico y la adicidn es asociativa. 
La razon es, naturalmente, que la adicion no es operacion binaria sobre A, es decir, que 
el conjunto A no es ccrrado con respecto a la adicion. 


El conjunto A = jot! = — j + J^/3 /, <o 2 = —j — j n /3 i 
bicas de 1 forma grupo con respecto a la multiplicacion 
en el conjunto de los numcros complejos C ya que (i) el 
producto de dos elementos cualesquiera del conjunto 
es un elemento del mismoi (ii) se cumple la ley asociali- 
va pn C y, por tanto, en A, (iii)o> 3 es el elemento neutro 
y (iv) los simetricos de to,, co 2 , w 3 son, respectivamente, 

(Oj, co„ <o 3 . 

Esto es lambien evidente por (ii) y la labia dc ope- 
racion adjunta. 


, co 3 = 1} de las raices cu- 



“i 

u> 2 

"3 

U), 

w 2 

w 3 

CO, 

W2 

^3 

u>, 


“3‘ 

<*>1 

w 2 

*•>3 


Tabla 

9-1 



fc 

A 
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PROPIEDADES SENCILLAS DE LOS GRUPOS 

La unicidad del elemento neutro y del simetrico de cada elemento del grupo fueron demostradas 
en los Teoremas III y IV, Capitulo 2, pagina 20. Se deduce facilmente 

Teoremas I. (ley de cancelacidn). Si a, b, c e'g, de a « b = a ° c (tambien a b ° a = c ° a) se sigue 

b = c. 

Para demostracidn, vease Problema 3. 

Teorema II. Con a, b 6 9, cada una de las ecuaciones a o x = b y y ° a = b tiene una solucidn 
tinica. 

Para demostracion, vease Problema 4, 

Teorema III. Para todo a e 9, el simetrico del sim&rico de a es a, es decir, (a' 1 ) -1 = a. 


Teorema IV. Para cualesquiera a, b e 9, (a ° b) 1 = b~‘ ° a' 1 . 

Teorema V. Para cualesquiera a, b, . . . ,p, qe9, es (a ° b - ■ ■ ■ op » q )~ 1 = q~ l °p ~ 1 o • ■ • o b ~ 1 °a~ 

Para cualquier a y cualquier m eZ+, se define 

a* = a«n»a»'""a d e m factores 

a 0 = u, el elemento neutro de ! S 

a ~ m = (a ~ 1 ) m = a - 1 ° a' 1 ° a ~ 1 ° • • ■ ° a - 1 de m factores 
De nuevo se ha tornado la notacion de la utilizada cuando la operacion es la multiplicacion. Si la ope- 
racidn es la adicion, a” con n > 0 se ha de interpretar como na = a + a + a+ -- +aconn tenni- 
nos, a 0 como u y a~" como n(-a) = -a + (-a) + (-a) + • ■ ■ + (-a) con « terminos. Observese 

que na es simplemente, pues, una abreviatura y no se ha de considerar como producto den eZ 

por a 

En el Problema 5 se demuestra la primera parte del 
Teorema VI. Para todo a (i) a" = a" = a m+ " y (ii) {cTf = a"", con m. n eZ. 

Se entiende por orden de un grupo <§ el numero de elementos del conjunto '§. El grupo aditivo /. 
del Ejemplo 1(a) es de orden infinito; los grupos del Ejemplo 1(6) y 1 (d) son grupos finitos de orden 5 
y de orden 3, respectivamente. 

Por orden de un elemento a e 0 se entiende el menor entero positivo n, si existe, para el cual a" = u. 
el elemento neutro de f S . Si a + 0 es un elemento del grupo aditivo Z, entonces, puesto que na =£ 0 
para todo entero positivo n, el orden de a es infinito. El elemento w, del Ejemplo 1 id) es de orden 3, 
pues oji y tUj son diferentes de 1 mientras que w] = 1, el elemento neutro. 


SUBGRUPOS 

Sea # = {a, b, c, . . . } un grupo respccto de o. Cualquier subconjunto no vacio '8‘ de 8 se llama 
subt-rupo dc r 9 si V es el mismo un grupo con respecto a °. Evidentemente 8' = { u }, donde u es el ele- 
mento neutro de <S y 8 mismo, son subgrupos de cualquier grupo r 9. Se les Uamard subgrupos impro- 
pios ; otros subgrupos de 9, si los hay, se llamaran propios. Es de notar de paso que todo subgrupo de 
un grupo r 9 contiene a u como elemento neutro. 

Ejemplo 2: (a) Un subgrupo propio del grupo multiplicative '8 = (1, - 1, /, -tj es »' = {1, - 1}. (<.Hay 

otros?) 

(6) Considerese el grupo multiplicative 'S = {p. p 2 . p\ p*. p\ p* = 1) de las raices sextas 
de la unidad (vease Problema 5, Capitulo 8, pagina 79). Tiene como subgrupos propios 
r = {p\ P 6 } y 9- = {P 2 . p\ p"\. 

Los dos siguientes teoremas son utiles para determinar cudndo un subconjunto de un grupo r S 
de operacion de grupo » es o no subgrupo del '8. 
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Teorema VII. 


Un subconjunto S' no vacio de un grupo 'S es subgrupo de S si, y solamente si, (i) S’ 
es cerrado con respecto a °, (ii) 'S’ contiene el simetrico de cada uno de sus elementos. 


Teorema VIII. 


De lo que 


Un subconjunto S’ no vacio de un grupo 'S es subgrupo de S si, y solamente si, para 
cualesquiera a, b eS\ a~ l o b e 'S' . 

Para demostracion, vease Problema 6. 


se sigue el 


Teorema IX. 


Sea a un elemento de un grupo S. El conjunto S' = {a": n e Zj de todas las poten- 
cias enteras de a es un subgrupo de S. 


Teorema X. 


Si S es cualquier conjunto de subgrupos de un grupo S, la intersection de estos sub- 
grupos es tambien un subgrupo de S. 

Para demostracion, vease Problema 7. 


GRUPOS CICLICOS 

Un grupo S se dice ciclico si, para algun a e S, todo * 6 S es de la forma a", donde m e Z. El 
elemento a se llama entonces un generador de S. Evidentemente, todo grupo ciclico es abeliano. 

Ejemplo 3: (a) El grupo aditivo 7. es ciclico con generador a = 1, pues para todo meZ,tT = ma = m. 

(A) El grupo multiplicativo de las raices quintas de 1 es ciclico. A diferencia del grupo de 
(a), que solo tiene 1 y - 1 como generadores, este grupo puede ser generado por ciial- 
quiera de sus elementos excepto el 1. 

(c) El grupo S del Ejemplo 2(A) es ciclico. Sus generadores son p y p 5 . 

Los Ejemplos 3(A) y 3(c) ilustran el 

Teorema XI. Un elemento a' de un grupo ciclico finito S de orden n es un generador de S si, y solo 
si (n, /) = 1. 

En el Problema 8 se demuestra el 

Teorema XII. Todo subgrupo de un grupo ciclico es el mismo un grupo ciclico. 

GRUPOS DE PERMUT ACIONES 

En el Capitulo 2 se estudio el conjunto S„ de las n ! permutaciones de n simbolos. Este conjunto 
resulta ser un grupo con respecto a la operacion de permutation °. Como ° no es conmutativa, este es 
nuestro primer ejemplo de un grupo no abeliano. 

Es costumbre llamar al grupo S„ grupo simetrico de n simbolos y a cualquier subgrupo de S„ grupo 
de permutacidn de n simbolos. 


Ejemplo 4: (a) S< = {(1), (12), (13), (14), (23), (24). (34), « = (123), a 2 = (132), ft = (124), 

P 2 = (142), -/ = (134), y 2 = (143), A = (234), A 2 = (243), p = (1234), 
p 2 = (13)(24), p 3 = (1432), o = (1243), a 2 = (14)(23), o 3 = (1342), t = 
(1324), t 2 = (12)(34), t 3 = (1423)}. 

(A) Los subgrupos de S 4 : (i) {(1), (12)}, (ii) {(1), a, a 2 }, (iii) {(1), (12), (34), (12)(34)}, y 
(iv) A 4 = {(1), a, a 2 , p, p 2 , y, y 2 . A, A 2 , p 2 , a 2 , r 2 }, son ejemplos de grupos de permuta- 
cion de 4 simbolos. (A t consiste en todas las permutaciones pares de S 4 y se le conoce 
como grupo ahernante de 4 simbolos. ^Cuales de los anteriores subgrupos son ciclicos? 
icuales abelianos? Dar otros subgrupos de S t . 

Veanse Problemas 9-10. 

HOMOMORFISMOS 


Sean dos grupos, S con la operacion °, y S' con la operacion □ . Se llama homomorfismo de S en 
S’ una aplicacion 

g~>g' 
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tal que 

(i) lodo g e *8 tiene una imagen tinica g' e 'S' 

(ii) si a -* a' y b -» b‘, entonces a o h -* a' o b' 

Si ademas la aplicacion es sobreyectiva, esto es, si 

(iii) todo g' e'S' es imagen 

se tiene un homomorfismo de r S sobre 'S' y se dira que 'S' es una imagen homomorfa de 'S . 


Ejemplo 5: (a) Sea la aplicacibn n -» f del grupo aditivo Z sobre el grupo multiplicative de las raices 

cuartas de 1. Es un homomorfismo, puesto que 

m + n -* /"*" - r • i" 

y se preservan las opcracioncs dc grupo. 

(b) Sean el grupo ciclico 'S = {(a, a 2 , a 3 a‘ 2 = u] y su subgrupo S’ = {a J , a 4 , a 6 

a 12 }. Se ve facilmente que la aplicacion 

a” -» a 2 " 

es un homomorfismo de V sobre Sf' en tanto que la aplicacion 


a" -• a” 

es un homomorfismo de ST en 'S simplementc. 


En el Problema 12 se demuestra el 


Vease Problema 11. 


Teorema XIII. En cualquier homomorfismo entre dos grupos '8 y 'S' los elementos neutros se co- 
rresponded y si -v e'S y x‘ e 'S’ se corresponded lo mismo ocurre con sus simetricos. 


Se sigue de esto que 

Teorema XIV. La imagen homomorfa de todo grupo ciclico es ciclica. 


ISOMORFISMOS 

Si la aplicacion de la seccion anterior es biyectiva, es decir, si 

se dice que '8 y S' son isomorfos y la aplicacion se llama isomorfismo. 

Ejemplo 6: Mostrar que S, el grupo aditivo Z/( 4) es isomorfo a S', el grupo multiplicativo de elementos 

no nulos de Z/(5). 

Examincnsc las tables de operacion. 

Q Q' 


+ 

0 

1 

2 

3 

• 

1 

3 

4 

2 

0 

0 

1 

2 

3 

1 

1 

3 

4 

2 

1 

1 

2 

3 

0 

3 

3 

4 

2 

1 

2 

2 

3 

0 

1 

4 

4 

2 

1 

3 

3 

3 

0 

1 

2 

2 

2 

1 

3 

4 


Tabla 9-2 Tabla 9-3 

en las que por comodidad se han remplazado [0], [I] por 0, 1, . . . Se ve claramentc que 

la aplicacibn 

'S -*9‘ :Q~* l, 1— *3, 2 — >4. 3— »2 

es un isomorfismo. Por ejemplo, I = 2 + 3— *4-2 = 3, etc. 

Rehacer la tabla de operacion de 'S’ para mostrar que 

S*_ST :0- 1, 1 -.2, 2 -.4, 3 -» 3 
es otro isomorfismo de '§ sobre 9‘. i,Hay otro? 
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En el Problema 13 se demuestra la primera parte del 
Teorema XV. (a) Todo grupo ciclico de orden infinito es isomorfo al grupo aditivo Z. 

(A) Todo grupo ciclico de orden finito n es isomorfo al grupo aditivo Z/(n). 

El resultado mas notable de esta section es el 

Teorema XVI (Cayley). Todo grupo finito de orden n es isomorfo a un grupo de permutacion de 
n simbolos. 

Como la demostracion, que se da en el Problema 14, consiste en ver como se construye de hecho 
un grupo de permutacion, el lector querra examinar ante todo el 


Ejemplo 7: Considerese la tabla de operation adjunta para 
el grupo » = {«i,g2.«3.g4.gs.?6} con la opera- 
ci6n de grupo a. 

Los elementos de cualquier columna de la ta- 
bla, digamos la quinta : g, □ g s = g s , g 2 a g f = g,. 
«3 ° 8s = gf *4°*!' « 2 . *S°Ss = gf g6 ° 
g t = g, son los elementos de la fila de encabcza- 
mientos (o sea los elementos del grupo 9?) en otro 
orden. Esta permutacion se indicard por 


/ 01 02 03 01 03 ffoN 

\03 03 0 4 02 03 0\) 


(156)(234) 

Ps 


a 

01 

02 

03 

0t 

03 

02 

01 

01 

02 

43 

0* 

03 

03 

02 

02 

01 

0:. 

03 

03 

01 

02 

03 

03 

01 

03 

0A 

02 

0 4 

0, 

03 

02 

01 

02 

03 

03 

03 

03 

02 

03 

03 

01 

03 

03 

03 

0A 

02 

01 

03 


Tabla 9-4 


Se sigue faciimente que '$ es isomorfo a P = {/>,. p 3 , p } , p 4 , p s , p t ) donde p, = (1), p 2 = 
(I2)(36)(45), Pi = (13H25H46), p A - (14)(26)(35). p s = (156)(234), Pb = (165)(243) por la 
aplicacion 

Oi «-* Pi d =1.2.3 6) 


CLASES LATERALES SEGUN UN SUBGRUPO 

Sea 'S un grupo finito con la operation de grupo °; sean H un subgrupo de <S y a un elemento 
cualquiera de r S. Se llama close a la derecha segun el subgrupo H de 'S, generada por a al subconjunto 

Ha dC 9 Ha = (hca: heH) 

y close a la izquierda segun el subgrupo H de '§, generada por a. al subconjunto aH de 'S 


aH = {a°h : h G H) 

Ejemplo 8: El subgrupo H = {(1), (12), (34), (I2)(34)[ y el elemento a = (1432) de S A gencran la clase 
a la derecha 

Ha = {(1)0(1432), (12)0(1432), (34)° (1432), (12)(34) ° (1432)) 

= {(1432), (243), (142), (24)} 

y la clase a la izquierda 

aH = {(1432)0(1), (1432)0(12), (1432)° (34), (1432) ° (12)(34)> 

= {(1432), (143), (132), (13)} 

Al examinar las propiedades de las clases laterales, por lo general nos limitaremos a las clases a la 
derecha y dejamos al cuidado del lector el formular las propiedades correspondientes de las clases a la 
izquierda. Lo primero, notese que a e Ha puesto que u, el elemento neutro de ( S. es tambien el ele- 
mento neutro de H. Si H contiene m elementos, tambien los contiene Ha, pues Ha contiene a lo mas 
m y/t I oa = /t 2 otj para cualesquiera A„ h 2 e H impiica A, = h 2 . Por ultimo, si C, designa el con- 
junto de todas las clases a la derecha diferentes segun H en entonces H e C, porque Ha — H cuan- 
do a 6 H. 

Considerense ahora dos clases a la derecha Ha y Hb, a =j= b segun H en 'S . Supongase que c es un 
elemento comtin de estas clases de modo que para algunos h u h 2 e H se tiene c = A, ° a = h 2 ° h. 
Entonces, a = Af 1 ° (A 2 ° b) = (AT 1 ° A 2 ) » A y como A[‘°A 2 6 H (Teorema VIII), se sigue que 
a e Hb y que Ha = Hb. Asi, pues, C, consiste en clases a la derecha, de < S, mutuamente disjuntas y, 
por tanto, es una particion de 'S. Se dira que C, es una descomposicidn de 'S en clases a la derecha 
segun el subgrupo H. 
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Ejemplo 9: (fl) Sea 'S — 7. el grupo adilivo de los cnlcros y H el subgrupo de los enteros divisibles por 5. 

La dcscomposicion de # en clases a la derecha segun H consla de las cinco clascs resi- 
dualcs modulo 5, esio es. H = {x: 5 | xj. H I - {.v: 5 | <.v - I)}, HI = {x: 5 | (x - 2)j, 
H3 = {x: 5 | (x - 3)j, y HA = {x: 5 | (x - 4)J. No hay que dislinguir enlre clases a 
la derecha y clases a la izquierda pucslo que ‘S es grupo abeliafto. 

(/>) Scan « = S t y H =■= el subgrupo de las permuiaciones pares de .S' 4 . Entonces hay 
solamenic dos clases a la derecha (izquierda) de 'S rcspccto de H, a saber, A t y cl con- 
junto dc las pcrmutaciones imparcs dc S a . Aqui tampoco hay distincidn entre clases a 
la derecha y a la izquierda. pero noiese que S, no es abcliano. 

(<) Sean If =~ S A y H e\ grupo octal del Problcma 9. Las difcrcnlcs clases a la derecha segun 
H. son 

H = {(1), (1234), (131(24), (1432), (12)(34), (14)(23), (13), (24)} 

H(12) = {(12). (234), (1324), (143), (34), (1423), (132), (124)) 

//( 23) = {(23), (134), (1243), (142), (1342), (14). (123), (243)} 

y las difcrcntcs clases a la izquierda segun //. son 

H = {(1). (1234), (13)(24), (1432), (12)(34), (14)(23), (13), (24)} 

(12)// = {(12), (134), (1423), (243), (34), (1324), (123), (142)} 

(23)// = {(23), (124), (1342), (143), (1243), (14), (132). (234)} 

Asi. pues. G = H \J //(1 2) U //(23) = H U (12)// U (23)//. Aqui la dcscomposicion 
de 'S es diferente segun se utilicen las clases a la derecha o las clases a la izquierda, segun H. 

Sea '§ un grupo finito de orden n y sea H un subgrupo de ^ de orden m. El numero de clases di- 
ferentes a la derecha segun H en ‘S (llamado indice de H en (?) es r con n = mr: por consiguiente: 

Teorema XVII (Lagrange). El orden de cada subgrupo de un grupo finito '$ es divisor del orden de <8 . 

Como consecuencia. se tienen los 

Teorema XVIII. Si 'S es un grupo finilo de orden n, entonces el orden de cualquier elemento a e 'S 
(es decir, el orden del subgrupo ciclico generado por a) es divisor de n. 

y 

Teorema XIX. Todo grupo de orden primo es ciclico. 

SUBGRUPOS INVARI ANTES 

Un subgrupo H de un grupo '§ sc llama subgrupo invariante (tambien subgrupo distinguido, sub- 
grupo normal o divisor normal ) de V si 

(i) gH = Hg para todo g e 19 

Como g~ l si g e'd, (i) se puede remplazar por 

(i’) g~'Hg = H para todo g e'S 

Pero (i‘) requicrc que 

(i’, ) para todo g e'S y cualquier h € H, g~' « h « g e H 

y que 

(i' 2 ) para todo ge^ y cada beH, existe algun keH tal que g~ , °k°g = h o bien 
k°g = g°h. 

Se demuestra que (i', ) implica (i^). Considcrese cualquier h 6 H. Por (i i ), (g -1 )' 1 ‘ -hog' 1 = 
g°h -g~' = k € H, pues g~' e^; entonces. g~' k ~ g = h como se pide. Hemos demostrado el 
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Teorema XX. Si H es un subgrupo de un grupo ^ y si g ' ° h«g e H para todo g e 0 y todo 
h e H, entonces H es un subgrupo invariante de 0 . 

Ejemplo 10: (a) Todo subgrupo H de un grupo abeliano '$ es un subgrupo invariante de 0 puesto que 

g » h = h o g para todo g e r S y todo It e H. 

(b) Todo grupo 'S tiene, por lo menos, dos subgrupos invariantes: {jt}, porque u ” g = g ■< u 
para todo g e 0\ y 0 mismo ya que para cualesquiera g, he'0 se tiene 

g o h = g ° A c (g~ 1 ° g) = (g o A o j" 1 ) o g = k ° g y k = g °A °g"‘ e'S 

(c) Si H es un subgrupo de indice 2 de 0 [vease Ejemplo 9(6)], las clases laterales generadas 
por // consisten en If y '0 - H. Lucgo H es un subgrupo invariante de 0. 

(d) Para 0 = {a, a 2 , a 3 , . . . , a 12 = u} sus subgrupos {«, a 2 , a 4 , , , a 10 }, {«, a 3 , a 6 , a 4 }, 

{a, a 4 , a 8 ] y {«, a 6 } son invariantes. 

(e) Para el grupo octal (Problema 9), {a, p 2 , a 2 , t 2 }, {a, p 2 , b, ej y {a, p, p 2 , p 3 } son subgru- 
pos invariantes de orden 4 en tanto que (a, p 2 } es un subgrupo invariante de orden 2. 
(Emplee.se la Tabla 9-7 para comprobarlo.) 

(f) El grupo octal/’ no esun subgrupo invariante deS 4 porque para p - (1234) e Py (12)6 S 4 , 
sc tiene (12)- 1 p (12) = (1342) 4 P. 

En el Problema 15 se demuestra el 

Teorema XXI. En todo homomorfismo de un grupo 0 con operacion de grupo o y elemento neutro u 
en un grupo '§' de operacion de grupo a y elemento neutro u' , cl subconjunto S de 
los elementos de 0 que sc aplican sobre u' es un subgrupo invariante de 0. 

Este subgrupo invariante de 0 asi definido se llama nucleo del homomorfismo. 

En el Ejemplo 10(6) se vio que todo grupo '6 tiene ja| y 0 mismo como subgrupos invariantes. Se 
les llama impropios al paso que otros subgrupos invariantes de <0, si los hay, se llaman propios. Un gru- 
po ( 0. que carece de subgrupos invariantes propios se llama simple. 

GRUPOS COCIENTES 

Sea H un subgrupo invariante de un grupo ‘0 con la operacidn de grupo o y dendtese por <0/H el 
conjunto de clases laterales (diferentes) segun H en '0, es decir, 

0/H = {Ha, lib, He , . . . } 

Se define el «producto» de pares de estas clases por 

( Ha)(Hb ) = {(//, ° a) o (h 2 * b)\ li 2 6 H } para todos los Ha, Hb e 0/H 

y en el Problema 16 se demuestra que esta operacion es bien definida. 

Pero 0/H es un grupo con rcspccto a la operacion que se acaba de definir. Para demostrar esto 
observamos primero que 

(/ti°a)o(/j 2 o6) d h\°(a°lh)°b — k\°(h.:i°a)°b 

- (h, o hj) o (a o b) - iu e (a °b), hi, h, G H 

Entonces. ( Ha)(Hb ) = H(a°b) G Q/H 

y 1 (Ha)(Hb))(Hc) = H[(aob)o C ] = H[ao(Jioc)] = (Ha)[(Hb)(Hc)} 

Ahora, para u, el elemento neutro de 0, (Hu)(Ha) = ( Ha){Hu ) = Ha, de modo que Hu = H es el ele- 
mento neutro de 0/H. Por ultimo, como (Ha)(Ha~ 1 ) = (Ha~ 1 )(Ha) = Hu = H, se sigue que 0/H 
contiene la inversa Ha" 1 de toda Ha 6 0/H. 

El grupo 0/H se llama grupo cociente \gr\ipo factor) de 0 por H. 
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Ejemplo 11: (a) Si 'S es e! grupo octal del Problems 9 y // = {«. p 2 , b, e), es ‘SIH -= \H. Hp\. Fsta re- 

presentation dc^/// no esunica.desdeluego. F.l lector demostraraquctf H = j H lip 3 -) = 
{H.Ho 2 } = {H, Hz 2 ) = [H,Hp\. 

(4) Para los mismos '# y H = [u, p 2 ), sc ticne 

'S/H = {H. Hp. Ho 2 , Hb } = [H. Hp\ Hr 2 . He) 

El anterior ejemplo ilustra cl 

Teorema XXII. Si H de orden in, es un subgrupo invariante dc de orden n, el grupo cociente 'S/H 
es de orden n/m. 

De ( Ha)(Hb ) = H(a° b)e'S/H obtenido antes, sc sigue 
Teorema XXIII. Si H es un subgrupo invariante de un grupo 'S, la aplicacion 

'S -* ‘SI II : g -* Hg 

es un homomorfismo de <S sobre 'SIH. 

En el Problems 17 se’ demuestra cl 
Teorema XXIV. Todo grupo cociente dc un grupo ciclico es ciclico. 

Dejamos como ejercicio la demostracion del 

Teorema XXV. Si II es un subgrupo invariante de un grupo 'S y si H es lambicn un subgrupo dc un 
subgrupo K de '§, entonces H es un subgrupo invariante de K. 


PRODUCTO DE SUBGRUPOS 

Sean H = {A,, h 2 , . . . , h r } y K = {6,. b 2 b p \ subgrupos de un grupo 'S y definase el «pro- 

ducto» 

HK = {lij bj -. e II, bj 6 A.'] 

En los Problemas 65-67 se pide al lector esiudiar tales productos y. en particular, demostrar el 
Teorema XXVI. Si H y K son subgrupos invariantes de un grupo 'S. tambien lo es HK. 

SERIE DE COMPOSICION 

Un subgrupo invariante H de un grupo S se llama maxima! si no existe ningun subgrupo invariante 
propio K de ‘S del cual H sea un subgrupo propio, 

Ejemplo 12: (n| /t 4 del Fjemplo 4(6| es un subgrupo invariante maximal de ,S' 4 porque es un subgrupo 

de indicc 2 en i 4 . Asimismo, \u.p 2 ,a 2 ,x 2 ) es un su»grupo invariante maximal de 4 4 . 
(Demu6strcse.) 

(6) 01 grupo ciclico 'S = {u. a, a 2 «"} ticne los II - {«, a 2 , a 4 y g {«. a 3 , 

a", « 9 } como subgrupos invariantes maximalcs. Asimismo. 7= {u. a 1 . «*} cs un sub- 
grupo invariante maximal dc // on tamo que /. = {«, <r'’J es subgrupo invariante maximal 
tanto de H como de A'. 

Para cualquier grupo S una sucesion de sus subgrupos 

'S, H. J.K U = [u] 

se llama serie de composition de 'S si cada elemento, excepto cl primero, es subgrupo invariante maximal 
de su precedente. Los grupos 'SIH, H/J, J/K, .... sc diccn entonces los grupos codeines de In serie de 
composition . 

En el Problema 18 se demuestra 

Teorema XXVII. Todo grupo finito ticne al menos una serie de composicion. 
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Ejemplo 13: (a) Elgrupociclico# ={u, a, a J , a\a 4 } tienesolamentcunascriedecomposicion:#, t/= {«}, 

(A) Una serie de composicion de 3 = S, cs 

S t ,A x , {(l).p 2 ,a 2 ,t 2 }. {(l),p 2 }. V= {(•)} 

<,Es cada elememo de la serie de composicion un subgrupo invarianle de 31 

(c) Para cl grupo ciclico del Ejemplo 12(A), hay Ires series de composicion: (i) 3, H.J, U, 

(ii) 3. K, L, U. (iii) 3, H, L, V. <,Es todo clcmcnto de cada serie de composicion un sub- 
grupo de £1 

En el Problema 19 se ilustra el 

Teorema XXVIII (teorema de Jordan-Holder). En todo grupo finito con distintas series de composi- 
cion, todas las series son de la misma longitud, es decir, tienen igual numero de ele- 
mentos. Ademas, los grupos cocientes para cualesquiera dos series de composicion 
se pueden aplicar biyectivamentc cntrc si, de modo que los grupos cocientes corres- 
pondientes son isomorfos. 

Antes de intentar una demostracion del Teorema XXVIII (vease Problema 23) sera preciso exa- 
minar ciertas relaciones que existen entre los subgrupos de un grupo 3 y los subgrupos de sus grupos 
cocientes. Sea, pues, H de orden r un subgrupo invariante de un grupo 3 de orden n y escribase: 


S = g/H = {Ha,, Ha*, Ha* Ha,), a, G Q (1) 

donde, por comodidad, se ha hecho a, = u. Sea, ademas, 

P = {Hb,, Hb*, Hb*, • • • , Hb P ) (2) 

un subconjunto cualquiera de S y designese por 

K = Hb, U Hb* U Hb* U - • • U Hb P (3) 


el subconjunto de '3 cuyos elementos son los pr elementos distintos (de 3) que pertenecen a las clases de P. 

Supongase ahora que P es un subgrupo de indice t de S. Entonces n = prt y alguno de los b, di- 
gamos b„ es el elemento neutro u de ‘3. Se sigue que K es un subgrupo de Indice I de ^ y que P = K/H 
porque 

(i) P cs cerrado con respecto a la multipiicacion de clases; luego K es cerrado con respecto a la ope- 
racion de grupo sobre 3. 

(ii) La ley asociativa rige para r 3 y, por tanto, para K. 

(iii) H e P, luego u e K. 

(iv) P contiene la inversa Hbf 1 de cada clase Hb, e P; luego K contiene la inversa de cada uno de 
sus elementos. 

(v) K es de orden pr, luego K es de indice / en '3. ^ 

Reciprocamente, supongase que K es un subgrupo de indice t de <3 que contiene a H, un subgrupo 
invariante de 3. Entonces, por el Teorema XXV, H es un subgrupo invariante de K y asi P = K/H es 
de indice / en S = 3/H. 

Se ha demostrado el 

Teorema XXIX. Sea H un subgrupo invariante de un grupo finito <3. Un conjunto P de las clases la- 
terales de S = 3/H es un subgrupo de indice t de S si, y solamente si, K, el conjunto 
de elementos del grupo que pertenecen a las clases laterales de P, es un subgrupo. 
de indice t de 3. 

Suponiendo ahora que b, = u en (2) y (3) arriba, se establece el 

Teorema XXX. Sean 3 un grupo de orden n = rpi, K un subgrupo de orden rp de 3 y H un sub- 
grupo invariante de orden r de ambos K y 3. Entonces K es un subgrupo invariante 
de 3 si, y solamente si, P = K/H es un subgrupo invariante de S = 3/H. 

Para demostracion, vease Problema 20, 
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Teorema XXXI. Sean H y K subgrupos invariantes de 8, siendo H subgrupo invariante de K, y sean 
P - K/H y S = 8/H. Entonces, los grupos cocientes S/P y 'S/K son isomorfos. 

Para demostracion, vease Problema 21. 

Teorema XXXII. Si H es un subgrupo invariante maximal de un grupo 8, 8/H cs simple y recipro- 
camente. 

Teorema XXXIII Sean H y K subgrupos invariantes maximales diferentes de un grupo 8. Entonces. 

(a) D = H C\ K e s un subgrupo invariante de '8, v 

(b) H/D es isomorfo a 8/K, y K/D es isomorfcr a 8/H. 

Para demostracidn, vease Problema 22. 


Problemas resueltos 


I. El conjunto de clases residuales Z/( 3), modulo 3. iforma grupo con respecto a la adicion?, ;.con 
respecto a la multiplicacion? 

De las tablas de adicion y multiplicacion para Z/(3 ), en las que [0], [1], [2] sc han rcmplazado por 0, 1, 2, 



0 

1 

2 

• 

0 

1 

2 

0 

0 

1 

2 

0 

0 

0 

0 

1 

1 

2 

0 

1 

0 

1 

2 

2 

2 

0 

1 

2 

0 

2 

1 


Tabla 9-5 Tabla 9-6 


se deduce claramente que Z/( 3) constituye un grupo con respecto a la adicion. El elemento neutro es 0 y los sime- 
tricos de 0, 1, 2 son, respectivamente, 0, 2, t. Tambien se ve que si bien estas clases residuales no forman grupo 
con respecto a la multiplicacion, si se excluye la clase 0. si lo forman. Aqui el eldyiento neutro es 1 y cada uno de 
los elementos 1,2 es su propio simetrico. 

2. i, Forman grupo respecto a la multiplicacion las clases residuales modulo 4, excluyendo la clase 0? 

De la Tabla 5-2 del Ejcmplo 12, Capitulo 5, pagina 53. se saca que estas clases residuales no forman grupo 
con respecto a la multiplicacidn. 


3. Demostrar: Si a, b, c e 8, a ° b = a ° c (tambien b°a = c°a) implica b = c. 

Sea aob - a«c. Operando a la izquierda por o' 1 e se tiene o' 1 = (a » h) = a ~ 1 » (o = c). Por la ley aso- 
ciativa. (o' 1 » a) °b = (o' 1 «a)-c\ luego u°b - u?cy resulta b = c. Del mismo modo, (A"o)»o'‘ = (c»o)'-fl~ 1 
se reduce a b = c. 

4. Demostrar: Si a, be *8, las ecuaciones a°x = b y y o a = b tienen solucion unica. 

Se obtiene Hcilmentc x = a~' * by y = b ° a~' como soluciones. Para probar la unicidad. supongamos que x‘ 
y y' sean otras soluciones. Entonces a - x = a x' y asimismo y- a = y -- a. de donde, por el Teorema I, x = .v’ 

y y = V- 
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5. Demostrar: Para todo a eS, a" ° (f — cT^" con m,n eZ. 

Considcremos los casos segun quc m y n sean positivos, de distinto signo o uno de ellos nulo. Simyn son 
positivos, 

m factores n factores m + n faclores 

«"0 a" = ( ooqo ... o a )o( a°a° ••• °a ) = a°a°---°a = o mtB 

Si m = -r y n = s, de donde rys son enieros positivos, 

a m o a" = a -, °a’ = (a~ l )'°a‘ = (a -1 o q- i o , • • o a~ *) o (a o a o ■ • • o a) 


a*~ r = a m + n 

(a - 1 ) r_ * = a ,_r = a m + 


si 8 2= r 

si s < r 


Los otros casos se dejan al lector. 


6. Demostrar: Un subconjunto no vacio 'S' de un grupo '§ es un subgrupo de 'S si, y solamente si, 
para cualesquiera a, b e'S', a~'°b e 'S'. 

Supongase que S’ es un subgrupo de S. Si a, be S’, entonces a ~ ' e S' y. por la ley de clausura, tambien lo 
es a " 1 o b. 

Reciprocamente, supongase que S' es un subconjunto no vacio de S para el cual o ' 1 = b e S' siempre que 
a, be S'. Como entonces a~ 1 o a = u e S', es u - a " 1 = a ~ 1 e S' y todo elemento de S' tiene un inverso en S'. 
Por ultimo, para cualesquiera a, be S', (o -1 ) -1 ‘ b = a ■> h e S', y se cumple la ley de clausura. Asi que S' es un 
grupo y, por tanto, un subgrupo de S. 

1. Demostrar: Si 5 es un conjunto de subgrupos de un grupo 'S. la intersection de estos subgrupos es 
tambien un subgrupo de 'S. 

Sean ay b elementos de la intersection y. por tanto. elementos de cada uno de los subgrupos que forman S. 
Por el Teorema VIII, a~‘ - b pertenece a cada subgrupo y. por consiguiente, a la intersection. Asi, pues, la in- 
tersection es un subgrupo de S. 

8. Demostrar: Todo subgrupo de un grupo ciclico es un grupo ciclico. 

Sea S’ un subgrupo de un grupo ciclico S de generador a. Supongase que m es el minimo entero positivo para 
el cual a" e S' . Sicndo entonces todo elemento de S' un elemento de S, es de la forma <£,keZ. Escribiendo 


y, por tanto. 


k = mg + r, 0 - r < nt 
a* — (,»!*' = (a"|ion' 
a' = (a m )-"oj> 


Como ambos a™ y a* 6 S' se siguc que tf e S'. Pero como r < m, r = 0. Asi. pues, k = mq. todo elemento de S' 
es de la forma [iTf y S es el grupo ciclico gcncrado por cT. 

9. El subconjunto {« = (1), p. p 1 . p 3 . a 2 , z 2 . b = (13), e = (24)} de S 4 es un grupo (vease la Tabla 9-7) 
que se llama grupo octal de un cuadrado o grupo diedrico. Vamos a demostrar que este grupo de per- 
mutaciones se puede obtener por propicdades de simetria de un cuadrado. 

Considerese el cuadrado (Fig. 9-1 ) con los vertices numerados 1. 2. 3, 4: tra- 
cense las diagonales 1 03 y 204. las paralclas mcdias AO By COD. Vamos a examinar 
todos los movimientos rigidos (rotaciones en el piano en torno a O y en el espacio en 
tomo a las diagonalcs'y las paralelas medias) tales quc el cuadrado parezca el mis- 
mo que antes despues del movimiento. 

Denotese por p la rotation en sentido contrario a las agujas del reloj del cua- 
drado en tomo a O de 90“. Su efecto es llevar I a 2, 2 a 3, 3 a 4 y 4,a 1 ; asi. pues. 
p = (1234). Ahora bien, p 1 = p > p - (13)(24) es una rotation de 180° en tomo Fig. 9-1 
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a O, p 3 = (1432) es una rotation de 270" y [Z = (I) = « es una rotation en torno a O de 360" o de O'. Las 
rotaciones de 180“ en torno a los ejes medios AOB y COD dan lugar, respectivamente, a a 2 = (14)(23) y a r 2 = 
(12)(34) mientras que las rotaciones de 180" en torno a las diagonales 103 y 204 dan lugar a e = (24) y a 
b = (13), 

La tabla de operacion para este grupo es 


K 

p 

P 2 

P 3 

o' 2 

T 2 

6 

e 


p 

u 


P‘ 

p 3 

u 

P 


p“ 

u 

P 


<r 2 

6 

r 2 

e 

ti 

P 2 

p 


p‘ 

M 

P 3 

P 


<7 2 

P 3 

P 

u 

„2 


P 

U 


Tabla 9-7 

Para formar la tabla 

(1) llenar la primera fila y la primera columna y completese la parte superior izquierda de 4 x 4 casillas. 

(2) completese la segunda fila, (p°o 2 = (1234) ° (14)(23) = (13) = b, . . .) 
y luego la tercera y cuarta tilas, 

(p 2 ° a 2 = p ° (p ° a 2 ) — p ° b = r 2 , ...) 

(3) completese la segunda columna y luego la tercera y cuarta columnas, 

(» 2 V = (p 2 o p)°p = e°p = T 2 , ...) 

(4) terminese la tabla, (o 2o r 2 = o 2 °(p 2 °p 2 ) = p 2 . . . .) 

Un grupo de permutation de n simbolos se dice regular si cada uno de sus elementos excepto el 
neutro mueve todos los n simbolos. Hallar los grupos de permutation regulares de 4 simbolos. 


Utilizando el Ejemplo 4, los grupos que se piden son: 


(p, P 2 , p3, pt = (1)>, {a, (7 2 , a 2 , <r< = (1)}, y <r, r 2 , r 2 , r< = (1)> 

11. Demostrar: La aplicacion Z -> Z/(/t): m -* [m] es un homomorfismo del grupo aditivo Z sobre 
el grupo aditivo Z/(«) de los enteros mddulo n. 

Como [ m ] = [r] siempre que m = nq + r, 0 r < n, es evidentc que la aplicacion no es inyectiva. No 
obstante, todo meZ tienc una imagen unica en cl conjunto {[0], [ 1 ], [2], .... [n - 1]} de las clasts residua- 
les mddulo n, y todo elemento de estc ultimo conjunto es imagen. Asimismo, si a -> [r] y b -* [.s], entonces 
a + b [ r ] + [ s ] = [/] la clase residual modulo n de c = a + b. Dc modo que las opcraciones de grupo se 
preservan y la aplicacidn es un homomorfismo de Z sobre Z/(n). 

12. Demostrar que en un isomorfismo entre dos grupos <& y 'S' los elementos neutros se corresponden 
y si x e IS y x' e l S' se corresponden, lo mismo ocurre con sus inversos. 

Dendtesc el elemento neutro dc 'S por :t y el de (4' por u‘. Supongase ahora que u -> v 1 y que para x # u, 
x -* x\ Entonces x = u « x v 1 a x' = x’ = «' a x 1 , de donde, por la ley de cancelacidn, v' = u' y tenenios 
la primera parte del teorema. 

Para la segunda parte, supdngasc x -» x' y x‘ 1 -* >•'. Entonces, u - x » x' 1 -* x' a / = u’ = x' a (x')‘ 1 
de modo que y’ = (x') _ 1 . 

13. Demostrar: Todo grupo ciclico de orden infinito es isomorfo al grupo aditivo Z. 

Considerese el grupo ciclico infinito '8 generado por a y sea la aplicacion 

n -* ne Z 

de Z en 8. Esta aplicacidn es evidentemente sobreycctiva y, ademas, inyectiva, pues si para s > ( se tuviera s *-• o’ 
y r a' con a“ = a', entonces a'~‘ = u y '8 seria finito. Por Oltimo, s + ( <-> o !+ ' = a‘ - a’ y la aplicacion es un 
isomorfismo. 
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14 . Demostrar: Todo grupo finito de orden n es isomorfo a un grupo de permutacidn de w'simbolos. 
Sea S = jg,. g 2 , g 2 , ... , g n j con la operacion de grupo o y definase 


Pi = 


0 1 

Pi ° P: 


Pi Pi P3 • •• Pn 

Pl°Pi P 2 Q Pi Pa a Pi ••• Pn a Pi 


U = 1,2,3, 


Los elemenlos de la segunda fila de p t son los de la columna encabezada por gj en la tabla de operacibn de S 
y, por tanto, consliluyen una pcrmutacibn de los elementos que encabezan las filas. Asl, pues, 
P = {p\. Pi-Pa, ■ ■ ■ ,p n ] es un subconjunto de los elementos del grupo simbtrico S„ de n simbolos. Sc 
deja al lector demostrar que P cumple las condiciones del Teorema VII para ser un grupo. Considerese ahora 
la biyeccion 

(a) g, *-» pi, i = 1, 2, 3, . . . , n 

Si p,= p,<3 g„ luego g,<rf p r ° p, de modo que 

P ‘ ).( Pl )= ( * )o( \ =( B ‘ ) 

' \P l a PrJ \Pi°Pj \P i a W \P, a P r °gJ \9.°0,/ 


y (a) es un isomorfismo de Pi sobre P. Notese que P es regular. 

15 . Demostrar: En cualquier homomorfismo de un grupo S con operacion de grupo ° y elemento neu- 
tro u en un grupo S' de operacion de grupo □ y elemento neutro u' , el subconjunto 5 de los ele- 
mentos de S que se aplican sobre u\ es un subgrupo invariante de S. 

Como consecuencias del Teorema XIII, se tienen 
(a) u — » u'; luego, S no es vaclo. 

(A) Si aeS, es a~‘ ->(u’)~' =•«'; luego, a~ l eS. 

(c) Sia,isS,esa" 1 4-.u’ou' = u ‘\ luego, a~' ° be S. 

As! que S es un subgrupo de S. 

Para cualesquiera asS y geS, 

°a°g -* (gT 1 □ m' a g’ = u‘ 

de tal modo que g ~ 1 °a ° ge S. Y por el Teorema XX, S es un subgrupo invariante de S. como se afirmaba. 

16 . Demostrar: El producto de clases laterales 

(Ha)(Hb) = f (/i i o a) ° (b 2 « b): /),, h 2 e H) para todo Ha, Hb e S/H 

donde H es un subgrupo invariante de S, es bien definido. 

Ante todo, demostramos: Para cualesquiera x.x’eS, es Hx' = Hx si, y solamente si, x' = v°x para 
algun v e H. Supongase que Hx' = Hx. Entonces x' e Hx requiere que x‘ = v » x para algun v e H. Rcciproca- 
mente, si x' = v ° x con v e H, entonces Hx' = H(v » x) = (Hu)x = Hx. 

Sean ahora Ha'y Hb' otras reprcscntaciones de Ha y Hb, respectivamente, con a' = a or, b' = b ° j y r, s e H. 
En ( Ha')(Hb ') = {[/i, « (o - r)] - [ft 2 •> ( b » j)] : h„ h 2 e H) se tiene, mediante (ij), pagina 87, 

[A,o(a°r)J 0 [A 2 °(6 °s)) = (ft, o a) o (r o ft a ) o (6 oj) 

= (A, »a)«ftj« (t°ft) = (ft, ° a) ° (ft 3 ° t) ° 6 

= (ft, o a) o (ft , o ft) pero ft.,, t, ft 4 G H 

Entonces. ( Ha')(Hb ') = ( HaHHb ) 

y el producto ( Ha)(Hb ) esta bien definido 

17. Demostrar: Todo grupo cociente de un grupo ciclico S es ciclico. 

Sea H un subgrupo cualquiera (invariante) del grupo ciclico S = { u , a, a 2 , .... o'} y considerese el ho- 
momorfismo 

S -> S/H : a‘ Ha‘ 

Puesto que todo elemento de 'S/H es de la forma Ha 1 para algun a‘ e'S y Ha' = (Ha)' (demuestrese), se sigue 
que todo elemento de S/H es potencia de b = Ha. Luego G/H es ciclico. 
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18 . Demostrar: Todo grupo finilo 9 tiene al menos una serie de composition. 

(i) Supbngase que '9 cs simple: entonces 9, U es una serie de composition. 

(ii) Supdngase que 9 no es simple: entonces existe un subgrupo invariante H +■ 9, U de 9. Si H es maximal 
en 9 y U es maximal cn H, entonces 9, H, U es una serie de composition. Supbngase que H no es maxi- 
mal en 9? pero que U si es maximal en H; hay entonces un subgrupo invariante K de 9 tal que H es sub- 
grupo invariante de K. Si K es maximal en 9 y H es maximal en K, entonces 9, K, H. V es una serie de com- 
position. Supongase ahora que H es maximal en 9, pero que U no cs maximal en H\ existe entonces un 
subgrupo invariante J de H. Si J es maximal en H y U es maximal en J, entonces 9, H, J, U es una serie 
de composition. Supongase ahora que H no es maxima! en 9 y que V no es maximal en H, entonces . . . 
Como 9 es finito, hay solamente un mimero finito de subgrupos y, por tiltimo, debc llegarse a una serie de 
composition. 


19. Considerense dos series de composicidn del grupo ciclico de orden 60: g = {«, a, a 2 , ... , a 3 "): 
g,H - {v,a-,a* o M }, J = {w,n J ,a“ a 5 "), K — j«, a 12 , a 21 , a 30 , a'" 1 }, U= [«} 

y 

(j,M = !«,«»,«• a 57 ), N = { t/, o 13 , a 2 ", a 15 j , P = {it, a 30 }, V 

Los grupos cocicntes son: 

V/H - {//, Ha), HU - {./, Ja*}, J/K - \K,Ka\ Ka»), K/U - {V, Ua », Ua 1 *, Va™, Ua* 1 ) 

y 

Cj/M {M.Mu.Ma* I, M/N = {V, Na\ Na*. /Vo", Vo' ! ), N/P - {P,Pa' : '), P/U = {U, Ua 1 "} 

Entonces en la biyecciOn 9/H~N/P. H/J *-» P/U, J/K '9/M, K/U ~ M/N, los grupos cocicntes correspon- 
dientes son isomorfos por las aplicaciones 

H «-* /' J *-> U K++M V «-* A' 

Ha *-* Pa ,! ■ Ja- *-* Ka* *-* Mu Ua 12 «-* Na :< 

Ka» *-> Mu 1 Ua 1 * «-» Na» 

Uti' M *-* .Vo" 

Ua** «-» Vo'J 


20 . Demostrar: Sean <9 un grupo de orden n = rpi, K un subgrupo de 9 de orden rp y H un subgrupo 
invariante de orden r tanto de K como de 9. Entonces, K es un subgrupo invariante de 9 si, y solo 
si, P = K/H es subgrupo invariante de 5= 9/H. 

Sean g un elemento cualquiera de 9 y K = {6,, b 2 , . . . . b rp ). 

SupOngase que P es un subgrupo invariante de S. Para HgeS, se tiene 
(>) (Hg)P = P(Hg) 

Asi, pues. para todo Hb, e P existe ///), e P tal que 

(ii) [Hg){Hb t ) = (Hbj)(Hg) 

AdemtSs, {Hg)(Hb,) = ( Hbj)[Hg ) = [Hg)(Hb k ) implica Hb, = Hb k . Entonces, 

(>i>) Hb, = (. Hg * 1 )(Hbj)(Hg) = g ~ 1 (Hbj)g 

(iv) K = Hh,[J Hb 2 [J ■ U Hb p = g-‘ Kg 

y 

(v) gK = Kg 

Asi. pues, K es un subgrupo invariante dc 9. 

Reciprocamente, supongase que K es un subgrupo invariante de 'S. Entonces, con solo invertir los pasos 
anteriores, se concluye que P es un subgrupo invariante de S. 
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21. Demostrar: Sean H y K subgrupos invariantes de 3 con H subgrupo invariante de K y sean 
P = K/H y S = 3/H. Entonces los grupos cocientes S/P y 3/K son isomorfos. 

Sean n = rpi, rp, r los respectivos ordenes de 3, K. H. Emonces K es un subgrupo invariante de indice t 
en 3 y definiendo 

tj!K = { Kc„Kc 2 Kc,), c,eg 

Por el Teorema XXX, P es un subgrupo invariante de S', asi que P hace una particion de S en / clases laterales 
de modo que se puede escribir 

S/P = {PlHaJ. P(«a, 2 ) PlHa,,)}. Wo (j S S 

Pero los elementos de 3 que constituyen el subgrupo K por la particion en clases laterales segun H, forman P. 
De modo que cada c k se encuentra en una, y solo una, de las Ha, y Por tanto, reordenando las clases de S/P si 
fuera necesario, podemos escribir 

S/P = {PlHc.l, /’(He,) P{Hc,)) 

La aplicacion pedida es rj/K *-» S/P : Pc, «-* P(Hc t ) 

22. Demostrar: Sean H y K subgrupos invariantes maximales distintos de un grupo 3. Entonces, 
(a) D = H n K es un subgrupo invariante de '3 y ( b ) H/D es isomorfo a ‘S/K y K/D es isomorfo 
a <a/H. 

(а) Por el Teorema X. D es un subgrupo de 3. Como // y K son subgrupos invariantes de 3, tencmos para cada 
de D y lodo g e '3, 

g-'od-geH, g-'od'geK y asi g-'°d°geD 
Asi, pues, para todo ge3, g~'Dg = D y D es un subgrupo invariante de ' 3 . 

(б) Por el Teorema XXV, D es un subgrupo invariante de H y de K. Suponiendo 

( i) H = Dh, u Dh., u ... u Dh„, h,eH 

entonces, como K(Dh,) = ( KD)h l = Kh (iPor que?) 

tii) KH = Kh, u Kh 2 u ... u.Kh„ 

Por el Teorema XXVI, HK = KH es un subgrupo de <3. Entonces, como H es un subgrupo propio de HK 
y, por hipotesis. es un subgrupo invariante maximal de 3, se sigue que HK = 3. 

De (i) y (ii) se obtiene 

H/D = {Dh,. Dh, Dh. J y 3/K = { Kli„ Kh 2 Kh.} 

Por la aplicacion biyectiva 

Dh, *-* Kh, , (i = 1.2,3, ...,«) 

[Dh t HDhj) = D{h,oh,) *-> K{h, ° hj) = (Kh/UKh,) 
y H/D es isomorfo a 'S/K. Se deja al lector la demostracion de que K/D y 3/H son isomorfos. 

23. Demostrar: Para un grupo finito con distintas series de composicion, todas las series son de igual 
longitud, es decir, tienen el mismo numero de elementos, Ademas, los grupos cocientes para cua- 
lesquiera pares de series de composicion pueden ponerse en correspondencia biunivoca de modo 
que los grupos cocientes correspondientes sean isomorfos. 

Sea («) Q. H„ H 2 , H 3 H r = U 

(i>) Q, K„ K,. K 3 K, = U 

dos series de composicion distintas de 3. Ahora bien, el teorema es cierto para todo grupo de orden uno. Acep- 
temos que es cierto para todos los grupos de orden menor que el de 3. Consideramos dos casos: 

(i) H, = K,. Despues de quitar 3 de (a) y (/>) quedan dos series de composicion de H, para las cuales, por hi- 
potcsis, el teorema se verifica. Desde lucgo. tambien seguira verificandose cuando 3 se pone en cada una. 
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(ii) H | * K t . Escribase D = //, H AT,. Como 'S/H, (tambien C^/AC, ) es simple y, por el Teorema XXXIII. 
es isomorfo a KJD (lambien V/K, es isomorfo a //,/D) emonces K,/D (y tambien 7/,/D) c s simple. Lucgo 
D es el subgrupo iuvariante maximal de ambos //, y K, y asi '.4 tiene las series de composicion 


y 


<«'> (j, H |. D, D h D s , D : , D, 

(!>') g. K u D. D,, Do, D., D, 


Si se escriben los grupos cocienles cn cl orden 


D 

D 


<////„ //,/D, D/D,, D,/D,. DJI), D,_,/D, 

/C,/D. Gr/K,, D/D„ D,/D 2 . D 2 //>3 D, . ,/D, , 


los grupos cocienles correspondicntes son isomorfos.es decir, !#///, y Af,/0, /7,/Dy #//(,. D/D, y D/D,, 
son isomorfos. 

Pcro por (i) los grupos cocienles detinidos por (</) y (r/'l [lambien por (A) y (A')], se pueden poner en corres- 
pondencia biunivoca o biyeccion. de modo que los grupos cocientes correspondientes sean isomorfos. Asi, pucs, 
los grupos cocicntcs definidos por («) y (/>) son isomorfos cn cicrlo orden. como se requeria. 


Problemas propuestos 

24. Cuales de los siguienles conjuntos forman grupo con respecio a la operation que se indica: 
(a) S = {x: re Z. x < 0}: adicion 
(A) S = [ 5,v: reZj: adicion 
(c) S = {.v: x e Z. x es iinico(; multiplication 
id) Las n raieesn-simas de I: multipiicacion 
(e) S — { — 2. — 1, I, 2} : multipiicacion 
(/) S' = {1, —I, i, — /}: multipiicacion 
(g) El conjunto de clases residuaies nr, adicion 
(A) S = {[a]: [dJeZ/lm). («. m) = I}; multipiicacion 
(/) S = {z: zeC, |z| = I } : multipiicacion 
Resp. («), (c), (c), no lo son. 


25. Dcmostrar que las clases residuaies no nulas modulo p forman un grupo con respecto a la multipiicacion si, y 
solo si. p es primo. 


26. ^Cuales de los siguienles subconjuntos de Z/II3) forman grupo con respecto a la multipiicacion: Ui) {[]]. [12]}; 

(*) {[']. [21. [41- ft]. [HI- [101. [121!: ID {[II. [5]. L X J- [12]}? Resp. <«). (c). 


27. Considerese el sistema de coordcnadas reclangularcs en el espacio. Dendtese 
por u. A. c. respectivamente. las rotaciones en sentido de las agujas del reloj 
de 180" cn torno a los ejes A', Y. 7 y por u la position original. Completer 
la tabla adjuntu para que se vea que \u.a.b,c) es un grupo. el grupo 
cuaternario de Klein. 

28. Demostrar el Teorema III. pagina 83. 

Sugenmcia : tr'«x = u tiene x - a y x » (a* 1 )"' como soluciones. 

29. Demostrar cl Teorema IV. pagina 83. 

Sugerencia. Considerese (a « b) ■> \b ' •> o' ') = a * (A ° A~‘) « a~ ' 


n 1 

u 

a 

b 

c 

u 

u 

a 

b 

c 

<1 

a 




b 

b 

c 



c 

c 

b 

a 



Tabla 9-8 


30. Demostrar el Teorema V. pagina 83. 


31. Demostrar: a'"= (o"'| '.nieZ. 


32. Completar la demostracion del Teorema VI, pdgina 83. 
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33. Demostrar los Teorema's IX y XI de la pagina 84 y el Teorema XIV de la pagina 85. 

34. Demoslrar: Todo subgrupo 'S' de un grupo '§ tiene el elemento neutro u de 'S. como elemento neutro. 

35. Enumerar todos los subgrupos propios del grupo aditivo 2/(18). 

36. Sean 'S un grupo con rcspecto a - y a un elemento cualquiera de 'S. Demostrar que 

// = {x: ,t6», x •> a = a •> x} 

es un subgrupo de 

yj. Demostrar: Todo subgrupo propio de un grupo abeliano es abeliano. Es'tablecer la rcciproca y demostrar con 
un ejcmplo que es falsa. 

38. Demostrar: El orden de ue» es ei orden del subgrupo clclico gencrado por a. 

39. Averiguar el orden de los elcmentos (a) (123). (ft) (1432), (c) (12)(34) de S,. 

Resp. (a) 3, (ft) 4, (c) 2. 

40. Verificar que el subconjunto A, de todas las permutaciones pares de S„ forma un subgrupo de S„. Demostrar que 
cada elemento de A„ deja invariante el polinomio del Problema 12, Capltulo 2, pagina 27. 

41. Demostrar que el conjunto {x: xeZ, 5 | x} es un subgrupo del grupo aditivo 2. 

42. Formar una tabla de operacion para investigar si (I), (12)(34). (13)(24), (14)(23) es un grupo de permutacion 

regular de cuatro simbolos. 

43. Determinar el subconjunto de S 4 que deja (a) el elemento 2 invariante, (A) los elementos 2 y 4 invariantes, 
(c) x,x 2 + x 3 x 4 invariante, (</) x,x 2 + x 3 + x 4 invariante. 

Resp. (a) {( 1 ), ( 13 ), 1 14), 1 34), 1 134), 1 1431) (e) ( 1 1), (12), (.34), (12)(34>, (13)(24), (141(23), (1423), (1324)} 

(6) {(1), (13)} (d> {(11.112), (34), (121(34)) 

44. Demostrar la segunda parte del Teorema XV, pagina 86. Sugerencia : emplear [m] <-► a". 

45. Demostrar que el grupo cuaternario de Klein es isomorfo al subgrupo P = {(I ). (I2)(34).(13)(24),(14)(23)j de S 4 . 

46. Demostrar que el grupo del Ejemplo 7 es isomorfo al grupo de permutacion 

P = {(1), (12)(35)(46), ( 1 4 ) 1 2 5 ) ( 3 G ) , (13)(2(i)(45), (1501(243), (1651(234)} 
de seis simbolos. 

47. Demostrar que los elementos no nulos de Z/(I3), con respecto a la mulliplicacion, forman un grupo ciclico iso- 
morfo al grupo aditivo Z/(12). Hallar todos los isomorfismos entre los dos grupos. 

48. Demostrar: Los unicos grupos de orden 4 son cl grupo ciclico de orden 4 y el grupo cuaternario de Klein. 
Sugerencia: 3? = {«, a, ft; c) o bien tiene un elemento de orden 4 o todos sus elementos exccpto u tienen orden 2. 
En el Ultimo caso, a » ft 4- «, ft. u por las lcyes de cancelacion. 

49. Sea S un subgrupo de un grupo 3? y definase T = {x! x e '8, Sx xS}. Demostrar que T es un subgrupo de 

50. Demostrar: Dos clases a la derccha //« y Hb segftn un subgrupo H de un grupo <9 son identicas si, y 
solo si, aft -1 6 H. 

51. Demostrar: as //ft implica Ha = Hb donde // es un subgrupo de 'S y a, he's. 

52. Enumerar todas las clases del subgrupo {(I ), (12)(34)} en el grupo octal. 

53. Formar la tabla de operacion para el grupo simetrico S } de Ires simbolos. Enumerar sus subgrupos propios y 
obtener las clases a la derecha y a la izquierda para cada uno. ;,Es S 3 simple? 

54. Obtener el grupo simetrico del Problema 53 utilizando las propiedades de simetria de un triangulo cquildtero. 

55. Obtener el subgrupo {u, p 2 , a 2 , r J ) de 5, utilizando las propiedades de simetria de un rectangulo (no cuadrado). 

56. Obtener el grupo altcrnante A t de S 4 utilizando las propiedades de simetria del tetraedro regular. 

57. Demostrar el Teorema XXV, pagina 89. 
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58. Demostrar que K = {u, p 2 , a 2 , t 2 j es un subgrupo invariame de S 4 . Oblencr SJK y escribir complelo el homo- 
morfismo S 4 — > SJK : x — > Kx. 

Respuesla porcial. U - K, (12) - Kt 12), (13) - AT<13) (24) -» A'(13), (34) - K(12) 

59. Utilizar K*= {«, p 2 , a 2 , r 2 }, subgrupo invariante de S 4 y H — {u. a 1 ], subgrupo invariame de K, para demos- 
trar que un subgrupo invariante propio de un subgrupo invariame propio de un grupo S no es necesariamente 
un subgrupo invariame de 

60. Demostrar: El grupo aditivo Z/fm) es un grupo cociente del grupo aditivo '/.. 


61. Demostrar : Si H es un subgrupo invariante de un grupo S. el grupo cociente SH es ciclico si el indice de H en '$ 
es primo. 


62. Demostrar que la aplicacion 


(l),p 2 ,.7 2 ,T 2 - K 

o, ft 2 , y, S ! -* a 
a 2 , ft, Y 2 . 8 - a 2 


define un homomortismo de .4 4 sobre S = {u, a. a 1 ). Note- 


se que cl subconjunto de A t que se aplica sobre el elemento neutro de S es un subgrupo invariante de A,. 


63. Demostrar: En un homomorfismo de un grupo S sobre un grupo S', sea H el conjunlo de todos los elementos 
de S que se aplican en u' e S'. Entonces el grupo cociente de 'Sill es isomorfo a S'. 


64. Establecer un homomorfismo del grupo octal sobre {u. a). 

65. Si H = { u , a, a 2 J y K = { u , ft, ft 2 } son subgrupos de S 4 . demostrar'que UK + Kll. Utilizar UK y Kfi para ve 
rificar que, en general, el product.o de dos subgrupos de un grupo S no es un subgrupo de S. 


66. Demostrar: Si H = {A,, h 2 h,} y K = {ij.6, />,) son subgrupos de un grupo S y uno de cllos es 

invariante, entonces (n) UK = Kll, ( b ) UK es un subgrupo de S. 

67. Demostrar: Si H y K son subgrupos invariantcs de S. tambicn lo es UK. 

68. Sean <?-con operacion de grupo y elemento neutro u, y S' con opcracion de grupo a y elemento neutro n' 
dos grupos dados y formcsc 


J = S *S'= {(g.g-):geS, x’eS', 

Definasc el «producto»- de pares de elementos (g, g’), (h, h )e J por 

(i) 0 l,*')IM’)'=(S»*,|'o*’| 

(a) Demostrar que J es un grupo respecto de la operacion definida en (i). 

( b ) Demostrar que S = i(g,«'):ge#} y T= !(«, g'): g’ e S'l son subgrupos de J. 

(c) Demostrar quo las aplicaciones 

S->S: (£,«')-£ y T-*9': (u.g) — g‘ 

son isomorfismos. 

B. Para S y S' del Problema 68, definase U = {«[ y U' = {i/'j. Asimismo, S — S x U’ y S' - U x S. Demostrar: 
(o) # y 9' son subgrupos invarianles de J. 

(6) JjS es isomorfo a U x S' y J/S' a S x U'. 

(c) S y S' tienen solamente (u, «’) en comun 

(</) Todo elemento de S conmuta con todo elemento de S'. 

(e) Todo elemento de / se puede expresar de manera unica como producto de un elemento de S por un ele- 
mento de S'. 

70. Demostrar que S 4 , A 4 , \u, p 1 , a 2 . r 2 j, |u, a 2 J. J es una seric de composicion de S 4 . Hallar otra ademas de la del 
Ejemplo 13(6), pagina 90. 
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71. Para ei grupo ciclico 4 de orden 36 generado por a: 

(i) Demostrar que a 2 , a 3 , a 4 , a 6 , a 4 , a 12 . a‘ s , generan subgrupos invariants '4 IH . '# 12 , 4 9 , <4 6 , '4 A , 'Sg, '4 Z , 
respectivamente, de 4. 

(ii) '4 x g, '4 9 , '4 3 , Ue suna serie de composicidn de 4. Hay seis series de composicidn de 4 en total ; enumerense. 

72. Demostrar el Teorema XXXII. pagina 91. 

73. Escribir la tabla de operation para mostrar que Q = jl, -1,/, - /, j, -j,k, —k) con i 2 = j 2 - k 2 = — 1, 
j = k = -ji.jk = / = —kj. ki = j = —ik forma un grupo. 

74. Demostrar: Un grupo no conmutativo 4 con operacion de grupo - liene al mcnos scis clcmcntos. 
Sugerencia: (I) 4 liene a lo menos 3 elementos: el neutro. u, y dos elementos, a y b, que no conmutan. 

(2) 4 tiene por lo menos 5 elementos: u, a. h. a b, b ■ a. Supongase que liene solo 4. Entonces 
a h f b o a implica que a ■■ b o bien b a deben ser iguales a uno de los u, a, h. 

(3) '4 tiene al menos 6 elementos u, a, b,a ° b, b » a y o bien a 2 o bien a - b • a. 

75. Construir las tablas de operacion para cada uno de los grupos no conmutativos de 6 elementos. 

76. Considerese S = ju, a, a 2 , a 3 , b, ab, a 2 b, a s b\ con a 4 = u. Verificar: 

(а) Si b 2 = u, entonces o bien ba = ab o bien ba = a 3 b. Escribanse las tablas de operacion A t cuando ha = ab 
y D s cuando ba = a 3 b de los grupos que rcsultan. 

(б) Si b 2 = a o b 2 = a 3 , los grupos que resultan son isomorfos a C e , el grupo ciclico dc orden 8. 

(c) Si h 2 = a 2 , entonces o bien ba - ab o bien ba =* a 3 b. Escribanse las tablas de operacidn Ag cuando ha «■ ab 
y Qg cuando ha = a 3 h. 

Id) Ag y Ag son isomorfos. 

(e) Dg es isomorfo al grupo octal. 

If) Qg es isomorfo al grupo Q (cualemio) del Probleina 73. 

Of) Qg tiene solamcntc una serie de composicion. 

77. Obtener otro par de series de composicidn del grupo del Problema 19; cstablcccr una biyeccion entre los grupos 
cocientes y escribir las aplicaciones por las que grupos cocientes correspondientes son isomorfos. 
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Anillos 

ANILLOS 

Se dice que un conjunto no vacio 3i forma anillo con respecto a las operaciones binarias de adi- 
cion (+) y multiplicacion (•), si para cualesquiera a,b,ce4f se verifican las siguientes propiedades: 


P, : (a + b) + c = a + (b + c) 

(ley asociativa de la adicion) 

P 2 : a + b = b + a 

(ley conmutativa de la adicion) 

P 3 : Existe un z e tal que a + z = a 

(existencia de un neutro aditivo (el cero)) 

P 4 : Para todo a e existe -a tal que 

a + (-a) = z 

(existencia de simetricos aditivos) 

P 5 : (a • b)- c = a • (b • c) 

(ley asociativa de la multiplicacion) 

P 6 : a ■ {b + c) = a ■ b + a ■ c 

P 7 : (b + c) • a = b ■ a + c ■ a 

(leyes distributivas) 


Ejemplo 1 : Dado que las propiedades cnumeradas son solo unas cuantas de las propiedades comunes 
a Z, Q, R y C dotados de la adicidn y multiplicacion ordinarias, se sigue que cstos sistemas 
son ejemplos de anillos. 


Ejcmplo 2: El conjunto S = {x + y^J 3 + 9: x.y.zeQ) es un anillo con respecto a la udicion y 

multiplicacion en R. Para probar csto, primero se demuestra que 5 es cerrado con respecto 
a cstas operaciones, Se tiene para 

a + 6v^!+ d + c'fZ + fVo £ S, 

(a + bl/3 + c\/?) + (d + fv^3 + /v^9 ) = (a + d) + (6 + *)\/S t- (c + l)V$ £ S 

y s 

(a + 6v^3 + )(d + t-v^3 + f\ft) ) = (ad + 36/ + See) + («« + bd + 3c/)V3 

+ (a/+ be + cd)V$ e S 

Se ve en seguida que se cumplcn P, , P ; , P s -P 7 puesto que S es un subconjunto del anillo R. 
Por ultimo, 0 = 0 + 0^3 + 0^9 da cumplimiento a P 3 y para cada a- + y $ 3 + r^/9 e ,S, 
exisle -x - y$ 3 - -'^9 e S, lo cual cumple P 4 . Asi, pucs, ,S' tiene todos los requisitos 
de un anillo. 

Ejcmplo 3: (a) El conjunto S = (a, h] con adicion y multiplicacion definidas por las tablas 


+ 

a 

b 



a 

b 

O 

a 

b 

y 

a 

a 

a 

b 

b 

a 


b 

a 

b 


es un anillo. 

(i) El conjunto T = { a , b. c, d) con adicion y multiplicacion definidas por 


+ 

a 

b 

c 

d 


• 

a 

b 

c 

d 

a 

a 

b 

c 

d 


a 

a 

a 

a 

a 

b 

b 

a 

d 

c 

y 

b 

a 

b 

a 

b 

c 

c 

d 

a 

b 


c 

a 

c 

a 

c 

d 

d 

c 

b 

a 


d 

a 

d 

a 

d 


es un anillo. 
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Para estos anillos el elememo cero es a y cada eleraento es su propio simetrico aditivo. 

Veanse tambien Problemas 1-3. 

En los Ejemplos 1 y 2 las operaciones binarias en los anillos (las operaciones de anillo) coinciden 
con la adicion y multiplicacion ordinarias en los distintos sistemas numcricos que intervienen; en el 
Ejemplo 3 carecen de significado fuera de las tablas dadas. En este ejemplo no puede haber confusion 
por el uso de simbolos familiares para denotar las operaciones de anillo. Sin embargo, cuando hay po- 
sibilidad de confusion, emplearemos los signos © y O para indicar las operaciones de anillo. 

Ejemplo 4: Considerese el conjunto de los numeros racionalcs Q. Es claro que (© ) como adicion y (O ) 
como multiplicacion definidas por 

a © b = a • b y a Q h = a + b para cualesquiera u.beQ 

dondc + y • son la adicion y multiplicacion ordinarias con numeros racionales, son opera- 
ciones binarias sobre Q. Y se ve que P,, P 2 y P 5 se verifican de inmediato; asimismo, se ve- 
rifica P 3 con z = 1. Demuestre el lector que P 4 , P 6 y P, no se verifican y que, por tanto, Q 
no es anillo con respecto a © y O- 


PROPIEDADES DE LOS ANILLOS 

Las propiedades elemenlales de los anillos son analogas a las de Z, que no dependen ni de la ley 
conmutativa de la multiplicacion ni de la existencia de un neutro multiplicativo. Anotamos algunas 
de estas propiedades: 

(i) Todo anillo es un grupo aditivo abeliano. 

(ii) Existe un elemento neutro aditivo unico, z (el cero del anillo). 

Vease Teorema III, Capitulo 2, pagina 20. 

(iii) Cada elemento tiene un simetrico aditivo unico (el opuesto de dicho elemento). 

Vease Teorema IV, Capitulo 2, pagina 20. 

(iv) Se cumple la ley de cancelation para la adicion. 

(v) —(—<7) = a, — (a + b) = (—a) + (— b ) para cualesquiera a, b del anillo. 

(vi) a • z = z • a = z Para demostracion, vease Problema 4. 

(vii) a • (—b) = —(ab) = (—a) ■ b. 

SUBANILLOS 

Sea un anillo 9t. Un subconjunto no vacio S del conjunto 'M, que sea a su vez anillo respecto de 
las operaciones binarias de se dice subanillo de Si 5 es un subanillo de un anillo 3t, es evidente 
que S es subgrupo del grupo aditivo 3t. 

Ejemplo 5: (a) Del Ejemplo 1 sc siguc que 7. es un subanillo de los anillos Q, R. C; que Q es un subanillo 
de R, C , y que R es un subanillo de C. 

(b) En el Ejemplo 2. S es un subanillo de R. 

(c) En el Ejemplo 3 (b), 7j = {a}, T 2 = {a. b) son subanillos de T. <,Por que no es T s = ja, b, c} 
subanillo de T? 

Los subanillos {z} y 9t mismo de un anillo se dicen impropios, otros subanillos, si los hay en 9t, 
se Ilaman propios. 

Se deja al lector la demostracion del 

Teorema I. Sea un anillo y sea 5 un subconjunto propio del conjunto 3t. S es entonces un subani- 
llo de 9t si, y solo si, 

(а) S es cerrado respecto a las operaciones del anillo, 

(б) para todo aeS se. tiene —aeS. 
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TIPOS DE ANILLOS 

Un anillo en que la multiplication sea conmutativa se llama anillo conmutativo. 

Ejemplo 6: Los anillos de los Ejemplos 1, 2, 3(a) son conmuiativos; el del Ejemplo 3(A) no es conmuta- 
tivo, esto es A ■ c — a. pero c ■ b = c. 

Un anillo dotado de elemento neutro multiplicativo (elemento unidad) se llama anillo uniiario. 

Ejemplo 7: Para cada uno de los anillos de los Ejemplos 1 y 2 la unidad es 1. La unidad del anillo del 
Ejemplo 3(a) es A; el anillo del Ejemplo 3(A) carcce de unidad. 

Sea St un anillo con unidad u. u es entonces su propio simctrico multiplicativo (iti 1 = u), pero 
otros elementos no nulos de 5? pueden o no tencr simetricos multiplicativos. Ahora bien, cuando los 
simetricos multiplicativos existen, son tinicos. 

Ejemplo 8: (a) El anillo del Problema I es un anillo no conmutativo sin unidad. 

(A) El anillo del Problema 2 es un anillo conmutativo con unidad u = h. Aqui los elemen- 
tos no nulos A, e.f no ticnen simetricos multiplicativos; los simetricos de r, cl, g. h son 
g, d, c, h, respcctivamente. 

(c) El anillo del Problema 3 tiene como unidad cl u = (1,0,0, 1). (Demuestrese.) Como 
(1,0, 1 , 0)(0, 0. 0. 1) « (0,0,0,0)mientras que (0.0,0, 1 )(1, 0. 1,0) = (0,0. 1, 0), cl anillo 
es no conmutativo. La existencia de simetricos multiplicativos se esludia en el Problema 5. 


CARACTERISTICA 

Sea St un anillo con elemento cero z y supongase que existe un entero positivo n tal que na = 
ct+a + a + -- -+ a = z para todo a e SI. El menor entero positivo n con tal propiedad sc llama carac- 
teristica de at. Si no existe un entero semejante, se dice que $ tiene caracteristica cero. 

Ejemplo 9: (a) Los anillos Z. Q. R, C tienen caracteristica cero, pues para cstos anillos na - n ■ a. 

(A) En el Problema 1 sc tiene a + a = A + A = - - = A + A = a, el cero del anillo, y la 
caracteristica es entonces dos. 

(r) F.I anillo del Problema 2 tiene caracteristica cuatro. 


DIVISORES DE CERO 

Sea Si un anillo con elemento cero z. Se dice que un elemento a z de St es un divisor de cero. 
si existe un elemento b d= z de St tal que a • b = z o bien A • a = z. 

Ejemplo 10: la) Los anillos Z, Q. R. C no tienen divisores de cero. es decir, en cada sistema ah = 0 im- 
plica siempre o bien a = 0 o bien A = 0. 

(A) Para el anillo del Problema 3 se vio en el Ejemplo 8(c) que (1,0, 1,0) y (0,0,0. I) 
son divisores de cero. 

(c) El anillo del Problema 2 tiene divisores de cero porque A • e = a. Hallar todos los divi- 
sores de cero de este anillo. 


HOMOMORFISMOS E ISOMORFISMOS 

Un homomorfismo (isomorfismo) del grupo aditivo de un anillo 3t en (sobre) el grupo aditivo de 
un anillo St' que preserva tambien la segunda operation, la multiplication, se llama homomorfismo 
(isomorfismo) de 01 en (sobre) St'. 

Ejemplo 11: Considerese el anillo St = {a.b.c.d) con tablas de adicion y multiplication 

r 
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• abed 
a a a a a 

b a b c d 

c a c d b 

d | d c b a d a d b c 

y el anillo St' = [p, q, r, s) con tablas de adicion y multiplicacion 


La biyeccion 

a *-* r, b *— q, c *— s, d «-* p 

aplica 3t sobre St (tambien St sobre St) preservando las operaciones binarias; por ejemplo, 
d = b + c*— q + s = p 
b = e- d*— s-p = q, etc. 

Asi que St y St son anillos isomorfos. 

Utilizando los anillos isomorfos St y St' del Ejemplo 11, es facil verificar el 
Teorema II. En todo isomorfismo de un anillo 3t sobre un anillo St': 

(a) si z es el cero de St y z' es el cero de 31', se liene z «-► z'. 

(b) si St*- 31': a — a', cntonces -a — -a'. 

(c) si u es la unidad de St y u' es la unidad de 31', se tiene u «-» 

(d) si 31 es. un anillo conmutativo. tambien lo es St'. 

IDEALES 

Sea St un anillo con elemento cero z. Un subgrupo S de 3t que tiene la propiedad de que r • x e S 
(x ■ r e S) para todo x e S y r e St, se llama ideal a la izquierda ( derecha ) de 3t. Es claro que {z} y 
9t mismo son ambos ideales a izquierda y a derecha de se les llama ideales impropios a la izquierda 
(derecha) de St. Todos los demas ideales a la izquierda (derecha) de 3t, si los hay. se llaman ideales 
propios. 

Un subgrupo / de 31 que es ideal a la izquierda y a la derecha de St, es decir, tal que para todo 
xeJ y re 31 se tiene r-xeJ y x-reJ, se llama ideal ( subanillo invariante) de 3t. Es claro que 
todo ideal a la izquierda (derecha) de un anillo conmutativo 3t es un ideal de St.. 

Para todo anillo 3t, los ideales {z} y St mismo se llaman ideales impropios de it, como ya se dijo, 
y todos los demas ideales de 31 se dicen propios. Un anillo que carece de ideales propios se llama anillo 
simple. 

Ejemplo 12: (a) Para el anillo S del Problema I, {a. b. c. d) es un ideal propio a la derecha de 5 (exami- 
nense las primeras cuatro filas de la labia de multiplicacion), pero no es ideal a la izquier- 
da (examinense las primeras cuatro columnas de la misma tabla). Los ideales propios 
de 5 son (o. c), [a. <■}, {n, g} y { a,c,e,g ). 

( b ) En el anillo conmutativo Z, el subgrupo P de todos los multiplos enteros de cualquier 
entero p es un ideal de Z. 

(r) Para cualesquiera a, be Q dados, el subgrupo J = )(ar. br, as, bs ): r.seQ} es un ideal 
a la izquierda del anillo M del Problema 3 y K = {(or, as, br, bs): r, s e Q) es un ideal a 
la derecha de M porque para cualesquiera (m, n, p, q) e M, 

(m, n, p, q) • (ar, br, as, bs) = (a(mr + ns), b(mr + ns), aipr + qs), b{pr + qs)) S J 

y 

(ar,as,br,bs) • (m,n,p,q) = (a(mr + ps), a(nr + qs), b(mr + ps), b(nr + qsty £ K 
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El Ejemplo 12 (/>) ilustra el 


Teorema 111. 


Si p cs un clemenio cualquiera de un anillo conmuiativo entonces P = {p ■ r: r e 91} 
es un ideal de 9). 

Para una dcmostracion, vcase Problcma 9. 


En el Ejemplo 12(a), cada eleinento at del ideal a la izquierda {a, c, <?, g) lienc la propicdad dc ser 
un elemento de S para cl cual r • x = a, el eleinento cero dc S. para todo r e S. Esto ilustra el 

Teorema IV. Sea 9f. tin anillo con elemento cero 2 ; entonces 

T = [x. x 6 fM, r • x = z Lx ■ r = z) para todo r e & } 


cs un ideal a la izquierda (dcrecha) de 

Sea P, Q, S, 7', . . . una clase cualquiera de ideales de un anillo if y definase ./ = P C\ Q D S 
O 7'C ‘ ‘ ■ • Como cada ideal dc la clase es un grupo aditivo abeliano, entonces por el Teorema X. 
Capitulo 9, pagina 84, lambien lo cs J. Adcmas. para todo .c e J y r e los productos x- ry r- x 
pertenecen a cada ideal dc la clase y, por tanto, a J . Hemos demostrado cl 

Teorema V. La interseccidn de cualesquicra ideales de un anillo cs un ideal del anillo. 


En el Problema 10 sc demueslra 

Teorema VI. En todo homomorfismo de un anillo 9t sobre otro anillo 9f\ el conjunto 6' de elemen- 
tos de 3t que se aplican sobre z‘, el elemento cero de 0t'. es un ideal de 3t. 


Ejemplo 13: Considerese el anillo G - \a i hi: a,hcZ\ del Problcma 8. 

(a) El conjunto de clases residuales modulo 2 de G es H = {[0], [1]. [ij. [I + i](- (Note- 
sc que I - i = 1 q /(mod 2).) De las tablas de operation para adicion y multiplication 
modulo 2. resulta que H cs anillo conmutalivo unitario; asi. pues, II tiene divisores de 
ccro aunque 6 no los tenga. 

La aplicacion G -» H: g -> [g] es un homomorfismo en el cual S = {2g: geC). 
ideal dc 6', se aplica sobre [0], el elemento cero de H. 

( h ) El conjunto dc clases residuales modulo 3 dc G es 

K = {|0|. |1], [»]. [2]. [2»], [1 4- j ],[2 + f|. ll + 2.1,(2 + 2i]> 

Se puede demostrar como cn (a) que K es un anillo conmuiativo unitario. pero que no 
tiene divisores dc ccro. 


IDEALES PRINC1PALES 

Sea 9! un anillo y K un ideal a la deredia dc 0t con la propicdad adcmas 

K — {a'r: r e . a es un elemento dado de K) 

Sc dirti entonces que K es un ideal principal a la derecha de if y que es generado por el elemento a de K. 
Analogamente se definen los ideales principals a la izquierda y los ideales principales. 


Ejemplo 14: 


(a) En cl anillo 5‘ del Problema I el subanillo (a. g) cs un ideal principal a la derecha dc 5 
generado por el eleinento g (vcase la fila de la tabla dc multiplicacion opucsta a g). Como 
r ■ g •= a para todo rs S (vcase la columna de la tabla de multiplicacion encabezada g). 
|o, g) no es ideal principal a la izquierda y, por tanto. no es ideal principal de S. 

{h) En cl anillo conmutalivo S del Problema 2 el ideal [a, h. e.f\ de S cs un ideal principal 
y sc Ic puede considerar como generado por h. 0 por f 

(c) En el anillo 5‘ del Problcma I el ideal a la derecha |a, t>, c, d J de .9 no es ideal principal 
a la derecha, pues no puede ser generado por ninguno de sus elementos. 

{d) Para cualquicr meZ. J = {m.>r: xeZ\ es ideal principal de Z. 
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En el anillo Z, considerese el ideal principal K generado por el elemento 12. Es claro que K tambien 
es generado por el elemento - 12. Como K no puede ser generado por ningun otro de sus elementos, 
definase como ideal principal generado por 12. El generador 12 de K, ademas de ser un elemento de 
K, es tambien elemento de cada uno de los ideales principales: A generado por 6, B generado por 4, 
C generado por 3, D generado por 2 y Z mismo. Ahora bien, K C A, K C B, K C C, K C D, K C Z; 
ademas, 12 no pertenece a ningun otro ideal principal de Z. Asi que K es la intersection de todos los 
ideales principales de Z que tienen a 12 entre sus elementos. 

Se deduce de inmediato que cualquier ideal principal de Z generado por el entero m esta conte- 
nido en todo ideal principal de Z generado por un factor de m. En particular, si m es primo, el unico 
ideal principal de Z que contiene propiamente al ideal principal generado por m es Z. 

Todo anillo 9t tiene al menos un ideal principal, a saber, el ideal nulo {z} donde z es el elemento 
cero de 91. Todo anillo unitario tiene por lo menos dos ideales principales, a saber, {z} y el ideal 91 ge- 
nerado por la unidad. 

Sea 91 un anillo conmutalivo. Si todo ideal de St es ideal principal, se dira que 9t es un anillo ideal 

principal. Por ejemplo, considerese cualquier ideal J =4 {0} en el anillo de los enteros Z. Si a =£ 0 e J 

tambien lo es —a. Luego J contiene enteros positivos y como Z* es bien ordenado, contiene un en- 
tero positivo minimo, sea e. Para cualquier b e J se tiene por el algoritmo de la division del Capitulo 5, 
pagina 50, 

b = e • q + r, q, r e Z, 0 ^ r < e 

Pero e • q e J ; luego r = 0 y b = e ■ q. Asi, pues, J es un ideal principal de Z y hemos demostra- 

do que 

El anillo Z es un anillo ideal principal 


IDEALES PRIMOS Y MAXIMALES 

Se dice que un ideal J de un anillo conmutativo ^ es un ideal primo, si para elementos cualesquie- 
ra r,j de 91, r • s 6 ./ implica reJ o bien seJ. 

Ejemplo 15: En el anillo Z, 

(a) El ideal J = {7 r: re Z). que tambien se escribe J = (7), es un ideal primo porque si 
a-beJo bien 7 | a o bien 7 | b ; con lo que aeJ o beJ. 

ib) El ideal K = {14r: r s Z| o K = (14) no es ideal primo pues por ejemplo, 28 = 4 • 7 e K 
pero ni 4 ni 7 estin en K. 

El Ejemplo 15 ilustra el 

Teorema VII. En el anillo Z un ideal propio J = {mr: r e Z, m ^ 0} es un ideal primo si, y sola- 
mente si, m es un entero primo. 

Un ideal propio J de un anillo conmutativo 9t se dice maximal si no hay en 9t ningun ideal propio 
que contenga propiamente a J . 

Ejemplo 16: (a) El ideal J del Ejemplo 1 5 es un ideal maximal de Z, puesto que el linico ideal de Z que con- 
tiene propiamente a J es Z mismo. 

( b ) El ideal K del Ejemplo 15 no es ideal maximal porque K esta contenido propiamente en J 
que, a su vez. esta contenido propiamente en Z. 


ANILLOS COCIENTES 

Como el grupo aditivo de un anillo M es abeliano, todos sus subgrupos son subgrupos invariantes. 
Asi que cualquier ideal J del anillo es un subgrupo invariante del grupo aditivo 9t y el grupo cociente 
91 1 f - {r + J : r e 9t} es el conjunto de todas las clases laterales distintas de J en 91. 
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(Noia. El empleo de r + J en vez del familiar rJ para una clase lateral es en cierto sentido inne- 
cesario porque, por definition, rJ = {roe: a e J) y la operation es aqui la adicion. Sin embargo, 
la usaremos.) En la seccion Grupos cocientes del Capitulo 9, pagina 88, la adicion ( + ) sobre las clases 
lateralcs (de un grupo aditivo) fue bien defimda por 

(x + f) + {y + J) = (x + y) + J 

Definimos ahora la multiplicacion (•) sobre las clases latcrales por 

(x + J)-{y + J) = (x-y) + J 

y demostramos que tambien csta bien definida. Para ello supongase que x' = x + s y y' = y + t son 
elementos del grupo aditivo 31 tales que x' + J y y' + J son otras represen taciones dex + J yy + S, 
respectivamente. De 

x' + J = (x + s) + S = (x + J) + (s + J) = x + J 

se sigue que s (y analogamente que l) e J. Entonces, 

(*' + •*) ' 0>' + •/) = (*' • y') + J = [(jc • y) + (x • t) + (s • y) + (s.- /)] + J = (x • y) + J 

puesto que at • t, s • y, s • l e J y la multiplicacion esta bien definida. (Hemos seguido llamando clase 
lateral a x + en la teoria de anilios se la llama clase residual de J en el anillo @t.) 

Ejemplo 17: Considerese el ideal J = {3r: reZJ del anillo Z en el grupo cociente ZjJ = {./, I + J, 
2 + J). Es claro que los elementos de Z/J son simplemente las clases residuales de Z/(3) 
y asi, pues, constituyen un anillo con respecto a la adicion y multiplicacion modulo 3. 

El Ejemplo 17 ilustra el 

Teorema VIII. Si J es un ideal de un anillo el grupo cociente 3t,U es un anillo con respecto a la 
adicion o multiplicacion de clases laterales (clases residuales) segun se acaban de definir. 

Es costumbre designar este anillo por StlJ y llamarlo anillo cociente o anillo factor de con respec- 
to a 

De las definiciones de adicion y multiplicacion de clases residuales se sigue que 
(a) La aplicacion -* 31/ J: a -* a + ./ es un homomorfismo de 3t sobre St/J. 

(h) J es el elemento cero del anillo 3t/J. 

(c) Si 3t es un anillo conmutativo, tambien lo es 9t/J. 

(d) Si 31 tiene elemento unidad u, tambien lo tiene 31/ J y es u + J. 

(e) Si 3t carece de divisores de cero, SX/J puede o no tener divisores de cero. Pues, si bien 

(a + J) • (b + J) = a ■ b + J = J 

indica que a • b s/, no implica necesariamente que a e J o que b e J. 


ANILLOS EUCLIDIANOS 

En el capitulo siguiente trataremos de varios tipos de anilios; por ejemplo, de los anilios conmu- 
tativos, anilios unitarios, anilios sin divisores de cero, anilios conmutativos unitarios, . . . , que se ob- 
tienen anadiendo a las propiedades fundamentales del anillo una o mis propiedades suplementarias 
(vease pagina 71) de 3t. Hay otros tipos de anilios y vamos a terminar este capitulo con un breve estu- 
dio de uno de esos tipos que es de los anilios euclidianos ; 

Se llama anillo euclidiano cualquier anillo conmutativo 3t que tiene la propiedad de que a 
cada x e ^ se le puede asignar un entero no negativo 9(x) tal que 
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(i) U(x) = 0 si, y solo si, x = z, el elemenio cero de 3t. 

(ii) Oix-y) fe0(x) si x-y + z. 

(iii) Para todo * e dt y y z edt. 

x = y • q + r q,re&, 0 0{r) < 0(y) 

Ejcmplo 18: /, es un anillo euclidiano. Se ve facilmente poniendo 0(x) = |x| para lodo xeZ. 

Vcasc tambien Problema 12. 

Se deduce tambien 

Teorcma IX Todo anillo euclidiano 'M cs un anillo ideal principal. 

Teorema X. Todo anillo euclidiano es unitario. 

Problemas resueltos 

ll. El conjunto S — {a, b, c, d. e,f g, h) con adicion y multiplicacion definidas por 

+ abe<lefgh • o 6 e d e f g h 

a abcdefgh aaaaaaaaa 

bbadcfehg babababab 

ccdabghef cacaeacac 

ddcbakgfe dado. dadad 

eefghabcd eaeaeaeae 

ffehgbadc fa faf a faf 

gghefed a b gagagagag 

hhgfedcba hahahahah 

es un anillo. La verificacion exhaustiva dc que se cumplen P , y PyP-,, pagina 101, es una tarea con- 
siderable, pero se encarece al lector hacer unas cuantas com probaci ones saltonas. El elemento cero 
es a y cada elemento cs su propio simetrico aditivo. 

2. El conjunto S del Problema 1 con adicion y multiplicacion dclinidas por 

+ abcdrfgh •abcdefgh 

aabcdefgh aaaaaaaaa 

bbadcfehg b a c f b a e f b 

cede fghab cafdgebhc 

ddcfehgba dabghe fed 

ee fghabcd eaa ceaaec 

ffehgbadc f a e b f a e b f 

gghahcdef gafhcebdg 

hhgbadr. fc habcdcfgh 

es un anillo. [.Cual es el elemento cero? Hailar el simetrico aditivo de cada elemento. 

3. Demostrar: El conjunto M = {(a. b, c. d): a. b.c.d e Q j con adicion y multiplicacion definidas por 

(a,b,c,d) + (e,f,g, h) = (a + e, b + /, c + g. d + h) 

(a ,b,c,d)(e,f,g,h) =■ (ae + bg, af + bh, ce + dg, cf + dk) 
para todo (a, b, c, d), ( e , f, g, h) G M es un anillo. 
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Las leyes asociativa y conmutaliva para la adicion en el anillo son consecuencias inmediatas de las asociati- 
va y conmutaliva de la adicion en Q. 01 clemento cero de M es (0, 0, 0, 0) y el simetrico aditivo de {a. b, e, d) es 
(—a, —b, — c, —d)eM. La ley asociativa para la multiplicacion en el anillo se verifica como sigue: 

|(a,fc,e, d)(e.,f,g,h)](i,j,k,l) 

= ((ae + bg)i + (a/ + bh)k, (ae + bg)j + (a/ + bh)l, (ce + dg)i + (c/ + dh)k, (ce + dg)j + ( of + dh)l ) 
= («(<’! + A) + b(gi + hk), a(e.j + //) + b(gj + hi), c(ei + fk) + d(gi + hk), c(ej + fl ) + d(gj + h/)) 

= (a, b, c, d)(ei + fk, cf + fl, gi + hk, gj + hi) 

= (a, b,c,d)[(e,f,g, h)(i,j,k,J)\ 

para todo (a, b,c,d), ( c.f.g.h ), {i,j,k, !) £ M. 

Los cdlculos que sc rcquieren para verificar las leyes distributivas se dejan al cuidado del lector. 

4. Demostrar: Si 3i es un anillo con elemento cero 2 , entonces para todo a s 9t, a ■ z = z ■ a = 2 . 

Como a + z = a, sc sigue que 

fl ■ a = (a + z)a = (a • a) + z • a 

Como a • a = (a ■ «) + 2 ; entonces, (a ■ a) + z • a = (a ■ a) + z. Y utilizando la ley de cancelacidn, tenemos. 
r • a = r. Andlogamente, a ■ a = a(a + 2 ) = a ■ a + a ■ 2 y a • 2 = 2 . 


5. 


Investigar la posibilidad de que existan simetricos multiplicativos de clcmentos del anillo M del 
Problcma 3. 

Para cualquicr clemento (a, b, c, d) ^ (0, 0, 0. 0) dc M hagase dc 


(a, b, c, d)(p, q, r, s) = (ap + br, ag + bs, cp dr, cq + ds) = (1,0,0, 1 ) 
la unidad dc M y examinense las ecuacioncs 


(i) 


ap -I br = 1 
cp + dr = 0 


(ii) 


aq -I- bs = 0 
eg f ds = 1 


en cuanto a soluciones p. q, r, s. 

.Por (i) sc tiene (<id - bc)p ■= d, asi que siempre que ad - be * 0, p = - y r - ~ c . Analoga- 

ad - he ad — be 

mente, por (ii) sc tiene que q = y ,v = - . Se deduce que solamcntc aquellos elementos 

ad - be ad - he 

(a. b, e. d) e M para los que ad - be ^ 0, poseen simetricos multiplicativos. 


6 . Demostrar que P = {{a, b, — h, a ): a, b e Z) con adicidn y multiplicacion definidas por 
(a,b, b, a) + (c, d, —d, c) = (a + c, b + d, -b - d, a + c) 
y ( a,b,-b,a)(c,d,-d,c ) = ( ac-bd,ad + bc,-ad-bc,ac-bd ) 

es un subanillo conmutativo del anillo no conmutativo M del Problema 3. 

Lo primero notamos que P es un subconjunto dc M y que las operaciones definidas sobre P son precisamente 
las definidas sobre M. Ahora bien. P es cerrado rcspeclo de estas operaciones; ademas, ( — a, —b,b, -a)eP 
siempre que (<;, b, -h, a) e P. Asi, pucs. por el Teorema I. P es un subanillo de M. Por ultimo, para cualesquiera 
(a, b, -h. a), (c, d. —d,e)eP se tiene 

la, b, — b, a)(c, d, — d, c) — (e, d, — d, c)(a, 6, — 6, a) 

y P es un anillo conmutativo. 


7. Considerese la aplicacion ( a,b , —b,a)->a del anillo P del Problema 6 cn el anillo Z de los 
enteros. 

El lector demostrara que la aplicacion es tal que 

la,b, - b,a) + {c.d, —d,c) -* o + c 
y (a, b, — b, a) • (c, d, — d, c) -> ac — bd 

Perolosgruposaditivosde Py Zson homomorfos. (^Por que no isomprfos?) Sin embargo, como ac — bd =£ ae, 
en general, los anillos P y Z no son homomorfos por esta aplicacion. 
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8. Un numero complejo a + bi con a, b e Z se llama entero gaussiano. (En el Problema 26 el lec- 
tor ha de demostrar que el conjunto G = {a + hi: a, b e Z) dc todos los enteros gaussianos cs 
un anillo con respecto a la adicion y multiplicacidn ordinarias sobre C.) Demuestrese que el ani- 
llo P del Problema 6 y O' son isomorfos. 

Sea la aplicacion (a, b, -b. a) -> a + bi de P en G. La aplicacidn es ciertamente biyectiva y, ade- 
m£s, como 

(a, b, -b, a) + (c, d, — d, e) -- (a -I- e, b + d, — b — d, a + c) — 

(a -t- c) + (fc + ci)i = (a + bi) + (c + di) 

y (a,b, b, a)(e, d,—d, c) [ac— bd, ad + be, —ad — be, ac— bd) — 

(ac — bd) + [ad + bc)i — (a + bi)[e + di) 
todas las opcraciones binarias sc preservan. Asi, pues. /’ y 0 son isomorfos. 

9. Demostrar: Si p es un elemento cualquiera de un anillo conmutativo d?, entonces P = [p • r: re0t) 
es un ideal de 01 . 

Vamos a demostrar que P es un subgrupo del grupo aditivo .9? tal que {p ■ r) • .r e P para lodo .v s .#. 

Para cualesquiera r. s e S/t. se tiene 

(i) p 1 r + p ■ s = p ■ [r + s) e P, porque r + s e asi, pues, P es cerrado con respecto a la adicion. 

(ii) —(p-r) = p-{-r)eP siempre que p ■ r e P porque - r e si re !%', por cl Tcorcma VII, Capitulo 9, 
pagina 84, P es un subgrupo del grupo aditivo. 

(iii) [p • r) • s = p ■ (r ■ s) e P porque (r ■ s) e 3t. 

Y la demostracion queda completa. 

10. Demostrar: En todo homomorfismo de un anillo 01 con multiplicacion denotada por • , en otro 
anillo 0t‘ con multiplicacion denotada por □, el conjunto 5 de elementos de 0t que se aplican so- 
bre z', el cero de es un ideal de 0t. 

Por el Teorema XXL Capitulo 9, pagina 88, .9 es un subgrupo de 3t‘\ luego para cualesquiera a. b. c e S 
se cumplen las propiedades Pi-IV pagina 101, y la adicion del anillo es una operacion binaria sobre 5. 

Como todos los elementos de 5 son elementos de 01 se verifican las propiedades P 5 -P 7 Ahora bien. para 
cualesquiera a, b e S, a • h -* z'\ luego a ■ b e .9 y la multiplicacion del anillo cs una operacion binaria sobre S. 

Por ultimo, para todo a e .9 y ge 0t se tiene 

■ «•£-»:' og' = r' y g ■ a — g' a 

Asi que .9 es un ideal de 0/. 


11. Demostrar: El conjunto .#/./ = {r + ./: r e .#} de las clases laterales de un ideal J en un ani- 
llo 0t es el mismo un anillo con respecto a la adicion y multiplicacion definidas por 

(.v + J) + O’ + J) = (x + y) + 0 

y para lodo x + J,y + 0 e R/0 

(.v + ./)• (y + 0) = (x • y) + 0 

Como ./ es un subgrupo invariante del grupo 0!. se sigue que dt/0 es un grupo con respecto a la adicion. 
Es claro por la dcfinicidn de la multiplicacion que se cumple la ley de clausura. Queda, pues, por demostrar que 
la Icy asociativa y la distributiva sc cumplen. Se encuentra para cualesquiera u: + 0, x + 0, y + 0 e 0!!0, 

[(«■ + 0)- (.v + ./)] •(>■ + ./) = (m: • a- + ./) • O' + •/) = (w x)-y + 0 = w (a • y) + ./ 

= (w + 0 ) • (a • y + 0 ) = («■• + 0 ) • [(a + 0 ) ■ (v 4- 0 )] . 

Uv + ./)■ [(.v + ./) + O' + 0 )] = («' + >) • [(a + r) -I- ./] = [«> • (a + y)j + 0 

= (w ■ x + w ■ y) + 0 = (w X + 0) + (u: ■ y + 0) 

= (M- + 0 ) ■ (A + 0 ) + (If + 0 ) ' O' + 0 ) 

y, de mancra parecida. 

[(a + 0) + O' + 0 )] ' (mj + 0) = (x + 0) ■ (ic + 0) + O' + 0 ) ' (w + 0) 
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12. Demostrar: El anillo G = {a + bi: a, b e Z} es euclidiano. 

Definase Ofa + Pi) = a 2 + p 2 para todo a + /J/'eG. Se verifica facilmentc que las propiedades (i) y (ii), 
pagina 108, del anillo euclidiano se cumplen aqui. (Ndtese tambien que 0(a + bi) es simplemente el cuadrado 
de la amplilud de a + bi y que, por tanto, csia definido para todos los elementos de C.) 

Para todo xeGyy^zeG calculese ,v ■ y 1 = s + ii. Ahora, si todo s + lie G, el teorcma se seguiria 
facilrnente; no obstante, no es este el caso, como el lector 1 puede demostrar tomando x = 1 + i y y = 2 + 3r. 

Supongase entonces para un .tyuny dados que .v + ii 4 G. Sea c + di e G tal que |c - j| ^ } y \d - /| *= J 
y escrfbase x = y{c + di) + r. Entonces, se tiene 

f(r) = e[x - y(e + di)] = - v(‘ + ti) + y(s -f til - y(c + di)] 

= »[t /{(«-«) + (t-d)i)] - $t(y) < >(y) 

Asi, pucs, se cumple (iii) y G cs un anillo euclidiano. 


Problemas propuestos 


13. Demostrar que S = { lx : xeZ] con adicion y multiplicacion definidas como en Z, es un anillo, en tanto que 
T = [2x + I : x 6 ZJ no lo es. 

14. Vcrificar que S del Problema 2 es un anillo conmutativo con unidad = h. 

15. Con a, be Z definase a®b = a+ b+ 1 y aQb = a + b + ab. Demostrar que Z es un anillo conmutativo 
con respecto a © y O- i,Cual es el cero de este anillo? j,Tiene un clemento unidad? 


16. Verificar que 5 = {a, b, c , d, e,/, gj con adicion y multiplicacion definidas por 


a 

b 

c 

d 

e 

f 

9 


a 


a 

b 

c 

d 


e 

f 

9 


bed 
bed 
c d e 

d e f 

« / 9 

f 9 a 

gab 
a b e 


<■ f_ 

e / 
/ 9 
g a 
a b 
b c 
e d 
d e 


9 

9 

a 

b 

c 

d 

e 

f 



es un anillo. iCual es la unidad? <,Cual la caracteristica? <,Tiene divisores de cero? ( ',Es un anillo simple? Demos- 
trar que es isomorfo al anillo Z/(7). 


17. Demostrar que Q = {(z,, z 2 , - z 2 , z,): z„ z 2 e C], con adicidn y multiplicacion definidas como en el Proble- 
ma 3, cs un anillo no conmutativo con unidad (I, 0, 0, 1). Verificar que cada elemento de Q con excep- 
ci6n del elemento cero (z, = z 2 = 0 + Oi) tiene un simctrico multiplicativo o inverso de la forma {z,/A, -z 2 /A, 
f 2 /A, z,/A] dondc A = |z, | 2 + |z 2 | J y que entonces los elementos no nulos de Q forman un grupo multiplicativo. 

18. Demostrar que en todo anillo 9t, 

(а) -(—a) = a para todo aeM 

(б) a(-b)= ~(ab)= (~a)b para todos los a, be SI. 

Sugerencia. (a) a + [(-a) — (-<?)] = a + z = a 

19. Considcresc SI, el conjunto de todos los subconjuntos de un conjunto dado S y definase para todos los A. B e St. 

A 0 B = /f U B - A D B A Q B = A C\ B 

Demueslrese que St es un anillo conmutativo unitario. 

Z 
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20. Demuestrese que S = {(a, A, —b, a): a.beQ } con adicion y multiplicacion definidas como en el Problema 6, 
es un anillo. <,Cual es el cero? iLa unidad? j,Es un anillo conmutativo? Procedase como en el Problema 5 para 
demostrar que todo elemento excepto (0, 0, 0, 0) tiene un simetrico multiplicative. 


21. Completar las tablas de operacion del anillo 3t = {a, b, c, d ) : 


+ 

a 

b 

c 

d 

• 

a 

b 

c 

d 

a 

a 

b 

c 

d 

a 

a 

a 

a 

a 

b 

b 

a 

d 

c 

b 

a 

b 



c 

c 

d 

a 

b 

c 

a 



a 

d 

d 

e 

b 

a 

d 

a 

b 

c 



iEs St un anillo conmutativo? iTiene unidad? <,Cu41 es su caracteristica? 
Sugerencia. c ■ b = {b + d) • b; c • c = c • (A + d); etc. 


22. Completar las tablas de opcracibn del anillo Si = {a. b, c, d) : 



iEs Si un anillo conmutativo? iTiene elemento unidad? iCual es su caracteristica? Verificar que x 2 = x para 
todo x e St. Un anillo que tiene esta propiedad se llama anillo booliano. 


23. Demostrar: Si St es un anillo booliano, entonces (a) su caracteristica es dos, (A) es un anillo conmutativo. 
Sugerencia. Considerese (x + y) 1 = x + y para y = x y para y =£ x. 

24. Sea 3t un anillo unitario y sean ay b elementos de Si con inversos (simetricos raultiplicativos) a' 1 y b~ \ respec- 
tivamente. Demostrar que (a ’A) -1 = A -1 m a~ l . 

25. Demostrar que {a}, {a, A}, [a,b,c,d] son subanillos del anillo S del Problema 1. 


26. Demostrar que G = {a + bi: a. be 7,\. con respecto a la adicion y multiplicacion definidas sobre C. es un sub- 
anillo del anillo C. 

27. Demostrar el Teorema I, pagina 102. 

28. (a) Verificar que 31 = {(z,, z 2 , z 3 , r 4 ): Zi.z^Zj.z^C) con adicion y multiplicacion definidas como en cl 

Problema 3. es un anillo con unidad (1,0,0, 1). <,Es anillo conmutativo? 

(A) Demostrar que el subconjunto S = j(z„ z 2 . -z 2 . z, ): z„ZjeC} de Si con adicion y multiplicacion de- 
finidas como en Si. es un subanillo de Si. 


29. Enumerar todos los 15 subanillos de S del Problema 1. 

30. Demostrar: Todo subanillo de un anillo & es un subgrupo del grupo aditivo Si. 

31. Demostrar: Un subconjunto S de un anillo St es un subanillo de 31 si a — bya-beS siempre que a. A e S, 

32. Verificar que el conjunto Z/{n ) de los enteros modulo n es un anillo conmutativo unitario. ^Cuando el anillo ca- 
rece de divisores de cero? £Cual es la caracteristica del anillo Z/( 5)? ^La del anillo Z/(6)? 
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33. Demostrar que el anillo Z/( 2) es isomorfo al anillo del Ejemplo 3(a). 

34. Demosirar el Teorema II. pagina 104. 

35. (a) Demosirar que .W, = { (a. 0. c. d ) : a.c.deQ) y M 2 = {(a, 0.0 .d): a.deQ } con adicion y multiplica- 

tion definidas como cn el Problema 3. son subanillos de M del Problema 3. 

(b) Demosirar que la aplicacion (.v. 0, y. u ) -» (.v, 0. 0, w) 

es un isomorfismo. 

(t) Demosirar que el subconjunio {(0. 0. y. 0):>- e Q\ deelementosde 3f, queen (A)scaplicanen (0. 0. 0, 0)e M 2 . 
es un ideal propio dc M ,. 

(</) Hallar un homomorfismo dc M, en oiro de sus subanillos y, como cn (<•), oblener olro ideal propio de M,. 

36. Demostrar: En lodo homomorfismo de un anillo St sobre un anillo St' cuyo elemento neutro es sea 

J = {.t: .vs St. x -* r'J 

El anillo &IJ es cntonces isomorfo al 

Sugerencia. Considerese la aplicacion « + ./-. a' dondc d es la imagen de a 6 * en el homomorfismo. 

37. Sean a. h elementos conmutablcs dc un anillo i# dc caracteristica dos. Demosirar que (a + bf = a 2 + b 1 = 
(a - h) 1 . 

38. Sea df un anillo con operaciones dc anillo + y •. y (a. r). (A. i)eaf x Z. Demostrar que 

(i) St x Z es cerrado con respecto a la adicion (© ) y a la mulliplicacion (O ) definidas por 

(a, r) © (6,*) = (a + 6. r + «) 

(a, r) O (6. s) = (a • 6 + rb + sa.rs) 

(ii) St x 7. licnc (c, 0) como cero y (r. I) como unidad. 

(iii) M x 7. cs un anillo con respeclo a @ y O- 

(iv) St x {O’ es un ideal dc St x Z. 

(v) La aplicacion St «-• St x J0{ : .v*-*(.t. 0) es un isomorfismo. 

39. Demosirar el Tcorcma IX, pagina 108. Sugerencia . Para lodo ideal J at {-} de St elijase cl minimo fl(r). sea 0(b). 
para lo'dos los elementos no nulos y e ./. Para lodo v e J cscribase v = b ■ q + r con q. r e ./ y con r = z o 
bien 0(r) < 0(b). 


40. Demosirar cl Tcorcma X. pagina 108. Sugerencia: Supongase que St es generado por a; entonces a = a ■ s = s ■ a 
para algiin s s St. Para cualquicr b e St. h = q ■ a - q ■ (a ■ s) = b ■ s, etc. 


Capitulo 11 


Dominios de integridad, cuerpos 

DOMINIOS DE INTEGRIDAD 

Un anillo conmutativo unitario 0 sin divisores de cero se llama dominio de integridad. 

Ejemplo 1: (a) Los anillos Z.Q.RyC son dominios de integridad. 

(6) Los anillos de Ios Problemas 1 y 2, Capitulo 10, pagina 108, no son dominios de integri- 
dad, pues, por ejemplo, en ambos cs /• e = o, el cero del anillo. 

(c) El conjunto S = {r + sjvi: r,seZ} con adicion y multiplicacion dcfinidas como 
en R. es un dominio de integridad. Que S es cctrado con respecto a la adicion y la mul- 
tiplicacion, resulta de 

(a + by/vt) + (c + dy/Ti) = (a + e) + (6 + d) y/Tt S S 
(a + by/l7 )(« + d'JTl ) = (ac + 17bd) + (ad + 60)^17 € S 

para cualesquiera (a + bjvi ), (c + d^/vi ) £ S. Como S es un subconjunto de R. S 
carece de divisores de cero; y, ademas, se cumplen las leyes asociativas, conmutativas 
y distribulivas. El cero de S es 0 e R y todo a + b s /\7 e S tiene simetrico aditivo, que 
es —a — b s /vi e S. De modo que S es un dominio de integridad. 

(d) El anillo 5 = {a, b, c, d, e.f g, b} con adicion y multiplicacion definidas por las tablas 



Tabla 11-1 


es un dominio de integridad. Notese que Ios elemenlos no nulos de S forman un grupo 
multiplicativo abeliano. Veremos luego que esta es una propiedad comiin a Ios dominios 
de integridad finitos. 

Aqui es nccesaria una advertencia. El termino dominio de integridad se emplea a veces por algu- 
nos para denotar cualquier anillo sin divisores de cero y por otros para cualquier anillo conmutativo 
sin divisores de cero. 

Vease Pcoblema 1. 

La ley de cancelacidn para la adicion resulta valida en todo dominio de integridad pues todo ele- 
mento de tiene simetrico aditivo. En el Problema 2 se demuestra que la ley de cancelacion para la 
multiplicacion se cumple tambien en S> si bien los elementos no nulos de & no tienen necesariamente 
simitricos multiplicativos. En consecuencia, «carecer de divisores de ccro» en la definicion del domi- 
nio de integridad se puede cambiar por «verificarse la ley de cancelacion para la multiplicacion». 

En el Problema 3 se demuestra el 

Teorema I. Sea 2 un dominio de integridad e ./ un ideal de 2d. Entonces Qij.f es un dominio de in- 
tegridad si, y solo si, J es ideal primo en 2d. 
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ELEMENTOS INVERSIBLES, ASOCIADOS, DIVISORES 

Sea 9 un dominio de integridad. Un clemento v de 9 que tenga simetrico multiplicative o inverso 
cn 9 se dice inversible o regular de 9. Un elemento b de 9 se dice asociado de a e 9 si b = v • a 
siendo v un elemento inversible de 9. 


Ejemplo 2: 


(a) Los unices elemenios inversibles de 7. son + 1 ; los unicos asociados de a e Z son ±a. 
(A) Considerese el dominio de integridad 9 = jr + s s /\l: r, s 6 Z}. Puesa = a + b^/\l e 
es inversible si. y solo si, existe x + y N / 17 e 9 tal que 


(o + by/vi )(x + y\/vi ) 


{ax+nby) + {bx + ay)y/n = 1 = 1 + 0\7l7 


De 


f ax + nby = 1 

|6x + ay = 0 


se obliene x 


a 

a- - 176* 


y 


V 



. Como 


.X + yy / 17 e 9, esto es. ,x. ye 7. si. y solo si. a 1 - 176 5 = ± 1 ; luego a es inversible si, 
y solo si, a 2 - 176 2 = + 1 . Asi, +1,4 + N /l7, -4 + s /\7 son elementos inversibles en 9 
en tanto que 2 - Jvi y -9 - XjV! = (2 - yi7)(4 + Jvi ) son asociados en 9. 


(r) 


Todo elemento no nulo de Z/( 7) = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6} es elemento inversible de Z/(7) 
ya que I • I = l(mod 7), 2-4 = !(mod 7), etc. 

Vease Problema 4. 


Un elemento a de 9 es un divisor de b e & si existe un elemento c de 2 tal que b = a ■ c. Todo 
elemento no nulo b de & ticnc como divisores sus asociados en9y los inversibles de 9. Estos divisores 
se llaman triviales (itnpropios); todos los otros divisores, si los hay, sc dicen no iriviales (propios). Un 
elemento no nulo no inversible b de 9, que solo tiene divisores triviales. se llama primo ( elemento irredu- 
cible) cn 9. Un elemento b de 9. que tiene divisores no triviales, se dice elemento reducible de 9. Por 
ejemplo, 15 tiene divisores no triviales en Z. pero no en Q, 7 cs primo en Z, pero no en Q. 

Vease Problema 5. 


Sc siguc cl 

Teorema II. Si 9 es un dominio de integridad que tambien es anillo euclidiano, entonces para a f z, 
b ^ z dc 9, 


0(o • b) = 0(n) si, y solo si, b es inversible en 9 


SUBDOMINIOS 

Un subconjunto 9' de un dominio de integridad 9 , que es, a su vez, un dominio de integridad con 
respecto a las operaciones de anillo de 9 , se dice un subdominio de 9. Se deja al cuidado del lector de- 
mostrar que z y u, el cero y el elemento unidad de 9, son tambien los elementos cero y unidad de 
cualquier subdominio de 9. 

Uno dc los mas interesantes subdominios de un dominio de integridad 9 (vease Problema 6) es 

9' = { nu : n e Z) 

donde nu tiene el mismo significado que en el Capltulo 10. Pues si 9" fuese otro subdominio de 9, en- 
tonces 9' scria un subdominio dc 9" y. por tanto, segun la inclusion, 9' es el minimo subdominio 
de 9. Asi, pues, 

Teorema III. Si 9 es un dominio de integridad, el subconjunto 9' = {nu: neZ} es su minimo sub- 
dominio. 

Por caraclerislica de un dominio de integridad 9 se entiende la caracteristica del anillo 9 definida 
en el Capltulo 10. Los dominios dc integridad del Ejemplo 1(a) son. pues, de caracteristica cero, pero 
el del Ejemplo l(r/) tiene caracteristica dos. En el Problema 7 se demuestra el 

Teorema IV. La caracteristica de un dominio de integridad es cero o un primo. 
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Sea 2 un dominio de integridad y su minimo subdominio 2' y sea la aplicacion 

Z -» 2': n -» nu 

Si 2 tiene caracteristica cero, la aplicacion es un isomorfismo de Z sobre 2'; luego podemos remplazar 
siempre S' por Z en S. Si S es de caracteristica p (un primo), la aplicacion 

Z/{p) -» S': [n] -> nu 

es un isomorfismo de -Z/(p) sobre S'. 


DOMINIOS DE INTEGRIDAD ORDENADOS 

Se llama dominio de integridad ordenado un dominio de integridad S que contlene un subconjunto 
2* dotado de las propiedades: 

(i) S* es cerrado con respecto a la adicidn y multiplicacion definidas sobre S. 

(ii) Para todo a e S se verifica una, y solo una, de las relaciones 

a = z a e S‘ — a e S* 

Los elementos de S + se dicen elementos positivos de S: todos los otros elementos no nulos de S se 
dicen elementos negativos de S. 

EJempkt 3: Los dominios de integridad del Ejemplo 1(a) son dominios de integridad ordenados. En cada 

uno, el conjunto 3* consiste en los elementos positivos como se les definio en el capitulo en 
que aparecio por primera vez el dominio. 

Sea S un dominio de integridad ordenado y para cualesquiera a, b e S definase 

a > b si a — b e 2* 

y a < b si, y solo si, b > a 

como a > z significa que a e S + y a < z signified que —a e S + , se sigue que si a 4= r. es entonces 
a 2 e2 + . En particular, u e2*. 

Supongase ahora que 2 es un dominio de integridad ordenado con 2* bien ordenado; entonces 
u es el elemento minimo de 2* . Pues si hubiera unseS* con z < a < u entonces z < a 2 < au = a. 
Pero a 2 6 2* , de modo que 2* no tiene elemento minimo en contradiccidn con lo dicho. 

En el Problema 8 se demuestra el 

Teorema V. Si 2 es un dominio de integridad ordenado con 2* bien ordenado, entonces 

(i) 2+ = {pu: p eZ*} 

(ii) 2 = {mu: m e Z) 

Por otra parte, la representacidn de cualquier a e 2 como a = mu es unica. 

Se deduce el 

Teorema VI. Dos dominios de integridad ordenados 2 X y 2 2 tales que sus respectivos conjuntos 
de elementos positivos 2* y 2 2 son bien ordenados. son isomorfos. 
y el 

Teorema VII. Aparte la notacion, el anillo de los enteros Z es el unico dominio de integridad orde- 
nado cuyo conjunto de elementos positivos es bien ordenado. 


ALGORITMO DE LA DIVISION 

Sea 2 un dominio de integridad y supongase que d € 2 es un divisor comun de los elementos no 
nulos a, b e 2. Se dice que d es un mdxirno comun divisor de a y b si para cualquier otro divisor comun 
d' 6 2 se tiene d' \d. Si 2 es tambien un anillo euclidiano, d' \ d es equivalente a 0(d) > 0(d'). 
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(Para demostrar que esta definition concuerda con la de maximo comun divisor de dos enleros 
tal como se dio en el Capitulo 5, supongase que ±d son los maximos comunes divisores d e a, b e Z 
y sea d' otro divisor comun cualquiera. Como para neZ, 0(n) = Ini se sigue que 0(d) = 0(-d ) pero 
0(d) > 0(d').) 

Para un dominio de integridad que sea a la vez anillo euclidiano se establece el 

Algoritmo de la division. Sean a ± z y b elementos de 2 un dominio de integridad que tambien 
es anillo euclidiano. Existen entonces q, r e2 unicos, tales que 

b = q ■ a + r, 0 s£ 0(r) < 0(q ) 

Vease Problema 5, Capitulo 5. 

FACTORIZACION UNICA 

En el Capitulo 5 se demostro que todo entero a > 1 se puede expresar de manera univoca (aparte 
el orden de los factores) como producto de primos positivos. Supongase que a = p; • p 2 • p 3 es una 
factorizacidn semejante. Se tiene entonces 

-a = -p, -p 2 -p 3 = p,(-p 2 )p 3 = p, * p 2 ( Pi ) = (~l)Pi ■ Pi -p 3 = (-l)p, • (-l)p 2 • (~l)p 3 
y esta factorizacion en factores primos se puede considerar como unica aparte el empleo de elementos 
unidad como factores. Se puede, pues, enunciar otra vez el teorema de factorizacion unica para los en- 
teros como sigue: 

Todo elemento no nulo y que no sea inversible de Z se puede expresar de manera tinica (aparte 
del orden de los factores y del empleo de elementos inversibles como factores) como producto de 
elementos primos de Z. En esta forma demostraremos luego que el teorema de factorizacion linica 
vale en cualquier dominio de integridad que sea a la vez anillo euclidiano. 

En el Problema 9 se demuestra el 

Teorema VIII. Sean J y K, ambos distintos de {z}, ideales principals de un dominio de integri- 
dad S. Entonces, J = K si, y solo si, sus generadores son elementos asociados en 2. 
En el Problema 10 se demuestra el 

Teorema IX. Sean a,b,p e 2 un dominio de integridad que tambien es anillo ideal principal, ta- 
les que p | a ■ b. Entonces, si p es un elemento primo en 2, p \ a o bien p | b. 

Una demostracion de que el teorema de factorizacion unica se cumple en un dominio de integri- 
dad que tambien sea anillo euclidiano (llamado tambien a veces dominio euclidiano) se da en el Pro- 
blema 11. 

Como consecuencia del Teorema IX, se tiene 

Teorema X. En un dominio de integridad 2 en que sea vaiido el teorema de factorizacion unica, 
todo elemento primo de 2 genera un ideal primo. 


CUERPOS 

Un anillo .9 cuyos elementos no nulos forman un grupo multiplicative, se llama cuerpo. Todo 
cuerpo tiene un elemento unidad y todo elemento no nulo del cuerpo posee un inverso (simetrico mul- 
tiplicative); si la multiplication es conmutativa, el cuerpo se dice conmutativo *. 

Ejemplo 4: (a) Los anillos Q, R y C son cuerpos; y por ser conmutativa la multiplication son cuerpos 

conmutativos. 

(h) El anillo <9 del Problema 17, Capitulo 10, es un cuerpo no conmutativo. 

(c) El anillo Z no es cuerpo. (j , Por que?) 

1 Hay autores (principalmente en lengua inglesa) que llaman anillos de division o seudocuerpns { Schiefkdrper , skew fields) 
a los cuerpos; y a estos. cuando son conmutativos. les dicen compos. Nos atenemos a la nomenclature mas generalizada hoy en 
dia {Van dcr Waerden, Bourbaki). N. del T. 
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Sea 9 un dominio de integridad y su mi'nimo subdominio 9' y sea la aplicacion 

Z -> 9': n -* nu 

Si 9 tiene caracteristica cero, la aplicacion es un isomorfismo de Z sobre 9 ‘ ; luego podemos remplazar 
siempre 9' por Z en 9. Si 9 es de caracteristica p (un primo), la aplicacion 

Z/(p) -» 9': [n] -* nu 

es un isomorfismo de -Z/(p) sobre 9‘. 


DOMINIOS DE INTEGRIDAD ORDENADOS 

Se llama dominio de integridad ordenado un dominio de integridad 9 que contlene un subconjunto 
9* dotado de las propiedades: 

(i) 9* es cerrado con respecto a la adicion y multiplicacion definidas sobre 9. 

(ii) Para todo a 6 9 se verifica una, y solo una, de las relaciones 

a = z a e 9* -a e 9* 

Los elementos de 9* se dicen elementos posiiivos de 9: todos los otros elementos no nulos de 9 sc 
dicen elementos negativos de 9. 

Ejemplo 3: Los dominios de integridad del Ejemplo 1(a) son dominios de integridad ordenados. En cada 

uno, el conjunto 9 ' consiste en los elementos positivos corao se les definio en cl capitulo en 
que aparccio por primera vez el dominio. 

Sea 9 un dominio de integridad ordenado y para cualesquiera a, b e 9 definase 

a > b si a - b e 9* 

y a < b si, y solo si, b > a 

como a > z significa que a e 9* y a < z significa que -a 6 9*, se sigue que si a ± z, es entonces 
a 2 e9*. En particular, u e9*. 

Supdngase ahora que 9 es un dominio de integridad ordenado con 9 + bien ordenado; entonces 
u es el elemento minimo de 9* . Pues si hubiera un a e 9* con z < a < u entonces z < a 2 < an = a. 
Pero a 2 e 9* , de modo que 9* no tiene elemento minimo en contradiccidn con lo dicho. 

En el Problema 8 se demuestra el 

Teorema V. Si 9 es un dominio de integridad ordenado con 9* bien ordenado, entonces 

(i) 9 + = {pu: p eZ + } 

(ii) 9 = {mu: m 6 Z} 

Por otra parte, la representacidn de cualquier a € 9 como a = mu es linica. 

Se deduce el 

Teorema VI. Dos dominios de integridad ordenados 9 X y 9 2 tales que sus respcctivos conjuntos 
de elementos positivos 9f y 9 2 son bien ordenados, son isomorfos. 

y el 

Teorema VII. Aparte la notacidn, el anillo de los enteros Z es el dnico dominio de integridad orde- 
nado cuyo conjunto de elementos positivos es bien ordenado. 


ALGORITMO DE LA DIVISION 

Sea 9 un dominio de integridad y supongase que d e 9 es un divisor comun de los elementos no 
nulos a, b e 9. Se dice que d es un maxima comun divisor de a y b si para cualquier otro divisor comun 
cf e 9 se tiene d' I d. Si 9 es tambien un anillo euclidiano, d' \ d es equivalente a 0(d) > O(d'). 
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(Para demostrar que esta definicidn concuerda con la de maximo comiin divisor de dos enteros 
V dl H° e " 6 Cap . ,tul ° 5 ; su P° n 8 ase que ±d son los maximos comunes divisores d tab eZ 

lS)> eln) ~ CU qU,efa - C ° m0 Para ” 6 Z ' m = |n| 56 ^ = V~d) Jro 

Para un dominio de inlegridad que sea a la vez anillo euclidiano se establece el 

„ n™ 6 "' Sean a ’r z y b elementos de 9 un dominio de inlegridad que tambien 

es anillo euclidiano. Existen entonces q, r e 9 unicos, tales que 4 


b = q-a + r, 0 ^ 0(r ) < 0(q) 


Vease Problema 5, Capitulo 5. 


FACTORIZACION UNICA 

el orden el d^ PitU r l0 , 5 “ *7 ,odo cnler0 " > 1 se Puede expresar de manera univoca (aparte 

el orden de los factores) como producto de primos positivos. Supongase que a = p: ■ p, ■ p es una 
factorizacidn semejante. Se tiene entonces Pl Pl Pi una 

- « = -Pi ■ Pl ■ Pl = P, ( ~p 2 ) P} = Pl ' p 2 ( = ( - I )p t • p 2 • p } = ( — , )pi . ( _ , )pi . ( _ , ){ , 3 

y esta factorizacion en factores primos se puede considerar como unica aparte el empleo de elementos 

teros como °sigue- rCS ' P ’ PUCS ' C " UnCiar °‘ ra VCZ cl leorema dc ^ctorizacidn Lea para los en- 

. . J° d ° , C '7 en r t0 "° nul ° 7 e n ° sea inv ersible de Z se puede expresar de manera unica (aparte 
del orden de los factores y del empleo de elementos inversibles como factores) como producto de 
elementos primos de Z. En esta forma demostraremos luego que el teorema de factorizacion Unica 
vale en cualquier dominio de integridad que sea a la vez anillo euclidiano. 

En el Problema 9 se demuestra el 

Teorema VIII. Sean J y K, ambos distintos de {z}. ideales principalcs de un dominio dc integri- 
dad 9. Entonces, J - K si, y solo si, sus generadores son elementos asociados en 9. 
En el Problema 10 se demuestra el 

Teorema IX. Sean a, b p g 9 un dominio de integridad que tambien es anillo ideal principal, ta- 
les que p | a • b. Entonces, si p es un elemento primo en 9, p | a o bien p\b. 

dad l-Sr"” d n 4116 f'f e0rema de tori zacion unica se cumple en un dominio de integn- 
blema 11 b ^ an ' ° euc,ldlano < llama do tambien a veces dominio euclidiano) se da en el Pro- 

Como consecuencia del Teorema IX, se tiene 

Teorema X. En un dominio de integridad 9 en que sea valido el teorema de factorizacion unica 
todo elemento primo de 9 genera un ideal primo. 


CUERPOS 

..U"!" 1110 cuyos e, “ S n ° nulos f0rman un 8rupo multiplicative, se llama cuerpo. Todo 

tin^ivM e 7| e eme |? t0 1 Unldad y t0d ° elemento no nul ° del cuerpo posee un inverso (simetrico mul- 
tiplicative), si la multiphcacion es conmutativa, el cuerpo se dice conmutativo 1 . 

Ejemplo 4. (a) Los amllos Q, R y C son cuerpos; y por ser conmutativa la multiplicacidn son cuerpos 

conmutativos. 

(A) El anillo Q del Problema 17, Capitulo 10, es un cuerpo no conmutativo. 

(c) El anillo 7. no es cuerpo. foPor que?) 

a ,o'^r:7:rr'r e cn ien8ua in8iesai que naman anuios * divisi6n ° ° «***» *** am,) 

dia (Van der' Waerden.' Bombaki)" A “ t "' 0 *' d ' CC " N ° S ale " em ° S * ' a nomenclatura g="eral. 2 ada hoy en 
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Sea 3 un dominio de integridad con un numero finito de elementos. Para todo b ^ z e S, se 

tiene 

{£•*: xe3) = 2 

pues si no b seria divisor de cero. Asi que b • x = u para algun .v 6 2 y b tiene inverso en ©. Queda 
asi demostrado el 

Teorema XI. Todo dominio de integridad con un numero finito de elementos es un cuerpo con- 
mutativo. 

Demostremos ahora el 

Teorema XII. Todo cuerpo es un anillo simple. 

Supongase que J ^ {z} sea un ideal de un cuerpo SZ. Si a z e J , se tiene a~ l e SZ y 
a-a~' = u eJ. Entonces, para todo b e y, b • u = b e J; luego J = y. 

Segun ya se ha dicho, un cuerpo es conmutativo si los elementos no nulos forman grupo multipli- 
cative abeliano; y como todo cuerpo conmutativo es dominio de integridad, se deduce del Teorema IV, 
pagina 115, el 

Teorema XIII . La caracteristica de un cuerpo conmutativo es cero o es un numero primo. 

Todo subconjunto y de un cuerpo y, que es cuerpo a su vez, se llama subcuerpo del y. 

Ejempki 5: Q es un subcuerpo de los cuerpos R y C; y R es tambien subcuerpo de C. 

Vease tambien Problema 12. 

Sea y un cuerpo de caracteristica cero. Su minimo subdominio Z no es un subcuerpo. Pero como 
para todo b 4= 0, b e Z, se tiene b~ ' e y, se sigue que para cualesquiera a, b eZ con 6^0, 
a- b~‘ = a/be y . Asi, pues, Q es el minimo subcuerpo de y . Sea y un cuerpo de caracteristica p pri- 
ma. Entonces, Z/(p), el minimo subdominio de y es el minimo subcuerpo de y. 

Un cuerpo y que carece de subcuerpos propios y ’ se dice cuerpo primo. Q, por ejemplo, es el cuer- 
po primo de caracteristica cero y Z/{p) es el cuerpo primo de caracteristica p, con p primo. 
Enunciamos sin demostracion el 

Teorema XIV. Sea y un cuerpo primo. Si y tiene caracteristica cero es isomorfo a Q; si y tiene 
caracteristica p, siendo p primo, es isomorfo a Z/(p). 

En el Problema 13 se demuestra el 

Teorema XV. Si 2 es un dominio de integridad e J es un ideal en entonces es un cuerpo 
si, y solo si, J es un ideal maximal en St. 


Problemas resueltos 

1. Demostrar: El anillo Z/(m) es un dominio de integridad si, y solamente si, m es primo. 

Supongase que m es un primo p. Si [r] y [s] son elementos de Z/(p) tales que [r] • [i] = [0], entonces 
r • s a 0(mod p) y r = 0(mod p) o bien s = 0(mod pi. Luego [r] = [0] o bien [s] = [0] y como Z/{p) carece de 
divisores de cero es, pues, un dominio de integridad. 

Supongase que m no es primo, es decir. que m = m, • m, con 1 < m,.m 2 < m Como [m] = [m,] • [m 2 ] = 
[0], mientras que ni [m,] = [0] ni [m 2 ] = [0], es evidente que Z/(m) tiene divisores de cero y, por tanto, no es 
un dominio de integridad. 

2. Demostrar : Para todo dominio de integridad se verifica la ley de cancelacion de la multiplicacidn 

Si e-c = i>'c y c^z, es a = b 

De a • c = b • c se tiene a • c — b • c = (a — b) • c = z. Como © no tiene divisores de cero, es a — b — z 
y a - b. como se pedia. 
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3. Demostrar: Sean 2 un dominio de integridad e J un ideal de 2. Entonees, Stj.f es un doininio 
de integridad si, y solamente si, ./ es un ideal primo en 2. 

El caso J = St es trivial; sea ./ C St. 

Supongase que y es un ideal primo cn St. Como St es un anillo conmulativo unitario, entonees tambicn lo 
es S/J. Para demostrar que &/J no tiene divisores de cero, supongase que a + J . b + .* e S'J son tales que 

(a + y 1(6 + ■* ) = a • b + ./ ’ = y 

Pero a • be J y por definicion de ideal primo o bien a e J o bien b e ./ . Asi, pues, es a + ./ o b + ./ el elemen- 
to cero de St/J. Y no teniendo 5tyy divisores de cero es un dominio de integridad. 

Reciprocamente, supongase que SjJ es un dominio de integridad. Scan a + i y'b -y r de Oil talcs que 
a ■ be ,/ . De 

y = a- h + y = (u + y life + y ) 

se siguc que a + J = J o bien que /> + ./ = Asi que u ■ be .) implica ya a e ya he y, entonees, ./ es 
un ideal primo en ©. 

Aola. Aunque S no tiene divisores de cero. esta propiedad no se ha utilizado en la demostracion dada. De 
modo que cn cl tcorema se puede remplazar «Sea Si un dominio de integridadu por *<Sea 3d un anillo unitario con- 
mutativo». 

4. Sea I un entero positive que no es cuadrado perfeeto y considcrcsc cl dominio de integridad 
3 = {/■ + s^/1: r,s e Z). Para cada p - r + .v/"/ e & definase p = r - s s fl y la norma de 
p como N(p) = p- p. Del Ejemplo 2(b), pagina 115, inferimos que p = a + bj~t cs inversible 
en 3 si, y solo si, N(p) = ±1. Dcmucstrcsc que para i = a + /)/ I e & y ft = c + cl s /~l e 3, 
N(a ■ fi) = NM ■ N(fi). 

Tenemos *■ fi = (a c + hill) + (at/ + />e)/7 y a • /f = lac + bill) - ( ail + he )/7. Entonees N (* • /I) -■ 
(a • /l)(a ■' fi) = lac + bdt) 1 - (ad + be) 1 ! = ( a 1 - l>‘l)(c* - d ! i ) = N(x) ■ A '(//), como sc pedia. 

5. En el dominio dc integridad & = {r + .v > /l7: r, ,v eZ, vcrificar: (ft) 9 - 2^/77 es un elemento 
primo, </>) y = 15+ 7/l7 cs reducible. 

(a) Supdngase a, fie St tales que a • /I = 9 - 2/l7. Por cl Problema 4, 

A(a • /I) = Mat) • N(fi) ~ M9 - 2/17) = 13 

Como 13 cs un entero primo. o bien divide a A'(a) o bien divide a N[fi): luego o bien es fi o bien es a elemen- 
to inversible dc St, y 9 - 2/l7 cs elemento primo. 

(h) Supongase a = a + bj 17, fi = c + i/x/17 6 V talcs que a • fi “ y = 15 + 7/17; entonees /V(a) • Al/f) - 
-608. De /V(a) = a 1 - 17A 2 = 19 y Al/f) - c 2 - 17</ 2 = - 32. sc obticne# = fi - /l7y fi = II + 3/17. 
Como ni a ni fl son elementos invcrsiblcs dc & ni asociados dc -/, 15 + 7/l7 es reducible. 

6. Demostrar que &' = { nu : n e Z} dondc it es la unidad de un dominio de integridad 9, cs un sub- 
dominio de 9. 

Para todo ru, sue S' se tiene 

ru + su = (r + j)»6®’ y (rulin') = rsu e St’ 
luego S' es eerrado con respeclo a las operacioncs de anillo sobre Si. Asimismo. 

0« = :eS' y I u = ue S' 

y para cada rue S' existc un simetrico aditivo -rue S'. Por ultimo (ru)(.vu) = z implica ru = z o bien su - z. 
Asi que S' cs un dominio de integridad, subdominio de St. 

1. Demostrar que la caracteristica de un dominio de integridad Q es cero o es prima. 

En los Ejemplos 1(a) y I (d) es evidente que hay dominios de integridad de caracteristica cero y dominios 
de integridad de caracteristica m > 0. 

Supongase que S tiene caracteristica m = m, • »i, con I < m,. m 2 < ni. Entonees mu = (m,u)(m 2 u) = 
y entonees o bien m,u = 20 bien m 2 u — 2 , que es una contradiccion. Luego m es primo. 
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8 . Demostrar: Si 2 es un dominio de integridad ordenado tal que 2* es bien ordenado, entonees 
(i) 2* = {pu: pe Z+) (ii) 2 = {mu:meZ] 

Ademas, la representation de cualquier a e 2 como a = mu es unica. 

Como u e 2 * se sigue, por la propiedad de clausura, que 2u = u + u 6 3* y, por induction, que pue 2' 
para todop e2'. Dendtese por £ el conjunto de todos los elementos de 3 * que no entranen el conjunto {pu:p e Z* } 
y por e el elemento minimo de E. Ahora bien, u( E, de modo que e > u y, por tanto, e - u e 2 * , pero e - u$ E. 
(j,Por que?). Entonees, e - u = p t u para algun p, e Z* y e = u + p,u = (1 + p t )u = p 2 u, con p 2 e Z* . Pero 
esto es una contradiction ; luego £ = 0 y queda establecido (i). 

Supongase a e 3, pero a 4 2 * ; entonees, o bien a = z o bien -a e 2* . Si a = z, es a = Ou. Si -ot S', 
entonees por (i), —a = mu para algun meZ* de modo que a = {-m)u y queda establecido (ii). 

Es claro que si para cualquier ae 3se tiene a = ruya = su, donde r,Sf Z, entonees z = a — a = ru - su = 
(r - s)u y r = i. As! que la representacion de todo a e ® como a = mu es unica. 


9. Demostrar: Sean J y K, cada uno distinto de { 2 }, ideales principals en un dominio de integri- 
dad 2. Entonees, J = K si, y solamente si, sus generadores son elementos asociados en 2. 

Sean a y b los generadores de J y K, respectivamentc. 

En primer lugar, supongase que ay b son asociados y que b = a - v donde v es un elemento inversiblc en 
Para cualquier ce K existe algun se 2 tal que 

c = b • s - (a • v)s = a(p • j) = a • s', con s' e 2 


Entonees, ceJ y K C_ J Ahora bien, h = a ■ v implica a = h • 0 *, asi que, repitiendo el razonamiento con 
cualquier dej.se tiene J C K. Luego J = K como se pedia. 

Reciprocamente, supongase que J = K Entonees, para cierlos s.teS se tiene a = b ■ s y b = a • /. Pero 


dc manera que 


a — b • s •* U> • t)s = a{t • s) 
a - all ■ s) = a(u - 1 • s) ^ z 


donde u es el elemento unidad y z es el elemento cero de 3. Como a + z. por hipotesis, se tiene u - 1 ■ s = z, 
de modo que / • s = u y s es un elemento inversible de 3. Asi, pues, ay* son elementos asociados en 3 como 
se requeria. 


10. Demostrar: Sean a.b.pe2 un dominio de integridad que es tambien un anillo ideal principal, 
y supongase p | a • b. Entonees, si p es elemento primo en 2. p | a o bien p \ b. 

Si uno de los a o b es inversible. o bien si a o Mo ambos) es un elemento asociado de p. el teorema es tri- 
vial. Supdngase lo contrario y. ademas, supongase que p |a. Denotese por J el ideal en 3 que es interseccidn 
de todos los ideales de 3 que contienen tanto a p como a a. Como J es un ideal principal, supongase que es ge- 
nerado por c e J. de modo que p = c ■ x para algiin xe3. Entonees o bien (i) x es inversible en 3 0 bien 
(ii) c es inversible en 3. 

(i) Supongase que x es un elemento inversible en 3\ entonees, por el Teorema VIII, p y su asociado c generan 
el mismo ideal principal J. Como aej.se tendra 

a = c- g = p ■ h para ciertos g,he3 

Pero entonees p \ a. lo cual es contradictorio ; luego x no es inversible. 

(ii) Supongase que c es inversible; entonees c • c ” 1 = ue J e J = 3. Ahora bien, existen s. 1 e 3 tales que 
u = p ■ s + t ■ a. donde u es la unidad de 3. Asi que 

b = u ■ b = (p- s)b + li ■ a)b = pis ■ b) + r(a ■ b) 

y como p \ a ■ b se tiene p | b. como se afirmaba. 


II. Demostrar: El teorema de factorization unica es valido en todo dominio de integridad 2 que sea 
tambien anillo euclidiano. 

Tenemos que demostrar que todo elemento no nulo. no inversible de 3, se puede expresar de manera unica 
(excepto en el orden de los factores y en la aparicion de elementos inversibles como factores) como producto 
de elementos primos de 3. 
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Suponiendo a f Ds9 para el cual 0(a) = I. escribase a = b • c no siendo h inversible; entonces c es in- 
versible y a cs un elemento primo cn'3. pues si no 

0(a) - O(b-c) > 0(b) por el Teorema II. pagina 115 

Ahora aceptemos quc el teorema sea valido para tcxlo he 3 tal que 0(b) < my considerese c e 2. para el 
cual 0(c) = m. Entonces. si c es elemento primo en 3. el teorema es valido para c. Supongase, por el contrario, 
que c no es un elemento primo y escribase c = <1- e. donde tanto d como <• son divisores propios dc c. Por el 
Teorema II se tiene. simultaneamente, 0(d) < m y 0(e) < m. Por hipotcsis. el teorema dc factorization unica 
es valido para d y para e, de modo que se verifica. por cjcmplo. 

c = d- e = /?, • p 2 - p ,-- •/>, 

Como esta factorization de c rcsulta de la eleccion d.e dc divisores propios. puede no scr unica. 

Supongase que para olra eleccion de divisores propios se tuviera c = q, • q 2 ■ q 3 ■ ■ ■ q,. Considerese el fac- 
tor primo p, de c. Por el Teorema IX, pagina 1 17. />, | q, o bien />, | (q 2 ■ q 3 ■■■ q,): si p, \ q„ entonces />, | q 2 

0 bien Pi | (q 3 ■ ■ • <?,); si Supongase p, | q r Entonces. q : = f-p,. donde / es un elemento inversible 

en 3 porque si no q, no seria un elemento primo en 3. Repitiendo el razonamiento con 

Pi ■ Pi ■ ■ P, = /' 1 ' 9i - <h ' • q t - 1 • q,, i • - • q, 

sc cncuentra, por ejemplo, quc p 2 | q k , dc modo que q, = g- p 2 con g elemento inversible en 3. Continuando 
de esle modo, sc encuentra, por ultimo, apartc el orden dc los factores y la aparicion de elementos inversiblcs, 
que la factorization de c es unica. Lo cual completa la demostracion del teorema por induction sobrc m (vease 
Problema 27. Capitulo 3, pagina 37). 


12 . Demostrar: S = {x + yj/ 3 -I- z^9: x.y.zeQ} es un subcuerpo dc R. 

Por el Ejemplo 2. Capitulo 10, pagina 101. 5' cs un subanillo del anillo R. Como la Icy conmutativa se verifica 
en R y 1 = 1 + 0\/3 + 0^9 es cl neutro mulliplicalivo. es necesario unicamcnle vcrificar quc para 

x + ^ + ^M€S, cl simetrico multiplicativo es ** ~ 3y2 + 3 **~*rfc + donde 

/> = X J + 3y 3 +- 9z J - 9xyz. esta en S. DO D 


13. Demostrar: Scan 3 un dominio de integridad e ./ un ideal dc 2. Entonces 3/J cs un cuerpo si, 
y solo si, J cs un ideal maximal de <8, 

Primero supongase que .* es un ideal maximal dc 3'. luego f Q3 y (vease Problema 3) 3/J es un anillo 
unitario conmutativo. Para demostrar que @/./ es un cuerpo. hay que demostrar que todo elemento no nulo 
tiene simetrico multiplicativo. 

Para cualquier q e 3 — J . considerese cl subconjunto 

S = {a + q- x: ae.f.xe3 r l 

de 3. Para cualcsquiera ye 2 y a + q ■ x 6 S. se tiene (a + q- x)-y = a-y + q(x • y) e S puesto quc a ■ y e .f . 
asimismo. y ■ (a + q ■ x) e S. Asi que S es un ideal de 3 y como ./ C S. se tiene S — 2- Dc modo que todo r e 2 
se puede escribir r = a P q • e con ee 3- Supongase que para u. la unidad dc 3. se tiene 

u - a + q-f fe2 

De u + J = (a + J ) + (q + J ) • (/+ ) - (q + J )-(f+ ./) 

se sigue que / + ./ es el simetrico multiplicativo dc q t- J . Como q es un elemento cualquiera de & — J , el anillo 
de clases laterales tfflJ es un cuerpo. 

Reciprocamente. supongase que 3jJ es un cuerpo. Admitircmos quc J no cs maximal en 3 y llcgarcmos 
a una contradiction. Sea. pues J un ideal dc 3 tal quc J C J C 2. 

Para cualquier a e 3 y cualquier p e J - J definase (p + j») 1 • (a + J ) = ,v + J ; entonces, 

a + J = (p + ./ ) • (s + S ) 

Ahora. a — p ■ s s J y como / C 7, a — p ■ se J. Pero peJ\ luego a s J y J — 2 en contradiccion con J C 3. 
Asi, pues, J es maximal en 2. 

La nota al Problema 3, pagina 119. lambien se aplica aqui. 
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Problemas propuestos 

14. Enumerar las propiedades que requiere un conjunto para ser un dominio de inlegridad. 

15. Partiendo de la adicion y la multiplicacion definidas como para R, icuales de ios conjuntos que siguen son do- 
minios de integridad? 

(а) {2a + l: a B Z) (<•) (a + bx/3 : a,b £ '/.) 

(б) {2a: a € 7.) (!) {r + sx/3 : r,3 G Q) 

(c> {a^3: a e Z) ( g ) {a + b\/2 + c'Jb + d\/T() : a,6,e.deZ[ 

<d) {rV3: r€Q) 

16. Comprobar para el conjunlo G de enteros gaussianos (vease Problema 8, Capilulo 10, pagina 1 10) que 
(fl) G cs un dominio de integridad. 

(6) a = a + bi es inversible si, y solo si, N(a) = a 1 + 6’ = I. 

(c) Los unicos elementos inversibles son ±1, ±/. 

17. Definir S = {(a,, a 2 . o 3 , o 4 ): a, e Rj con adicidn y multiplicacion definidas. respect ivamente, por 

(ai,a 2 , a a ,a 4 ) + (fc,,6 2 , h 3 , 6 4 ) = (a, + 6,, a 2 + 6 2 , a 3 + & 3 , a 4 + fc 4 ) 

y («i,.a 2 . ffs, a 4 )(6j, 6 2 . 6 3 , b 4 ) = (a, • 6„ a. 2 • & 2 , <z 3 • 6 3 , a, • b t ) 

Demostrar que 5 no es un dominio de integridad. 

18. En el dominio de integridad Si del Ejemplo 2(6), pagina 115, vcrificar que: 

(а) 33 ± 8\Zl7 y -33 * 8\/l 7 son inversibles. 

(б) 48 - Il\/l7 y 379 - 92\Zl7 son asociados de 5 + 4y/l7. 

(e) 8 = 2-2-2 = 2(8 + 2\/Tl )(-8 + 2 VT? ) = (5 + y/ll )(5 — v/l7 ), en donde cada factor es primo; 
luego la factorizacion ilnica en primos no es una propiedad de ©. 

19. Demostrar que la relacion de asociacion es una relacidn de equivalencia. 

20. Demostrar que si para «t@, N (a) es un entero primo, entonces a es un elemento primo de SI. 

21. Demostrar que un anillo M dotado de la propiedad de que para cada a ^ z, be St existe an re St tal que a ■ r = 6, 

es un cuerpo. 

22. Sean ©' = {[0], [5]) y Si" = {[0], [2], [4], [6], [8]J subconjuntos de Si = Z/(10). Demostrar: 

(а) Si' y Si" son subdominios de Si. 

(б) Si' y Z/(2) son isomorfos; y asimismo Si" y Z/(5) son isomorfos. 

(c) Todo 06 © se puede escribir de manera unica como a = a + a" donde a’ e S' y a" eSi". 

( d ) Para a. be 9 con a - a' + a" y 6 = b' + b" , (a + 6) = (o' 4- 6') + (a" + b") y o • 6 = o' • b' + a" ■ b". 

23. Demostrar el Teorema II. 

Sugerencia. Si 6 es inversible, entonces 0(a) = 9[b~ '(o • 6)] 5= 0(a • 6), Si 6 no es inversible, considerese 
a - q(a • b) + r donde o bien es r = r o bicn 0(r) < 0(a • b ) para a + re®. 

24. Demostrar que el conjunto .S de todos los elementos inversibles de un dominio de integridad es un grupo mul- 
tiplicative. 

25. Sean © un dominio de integridad de caracteristica p y Si' = xeS}. Demostrar: 

(a) (a ± by = a” ± b" (6) La aplicacion .t -* ,( p es un isomorfismo. 

26. Demostrar que para todo a ^ z, 6 de cualquier cuerpo, la ecuacion a.x = 6 tiene una solution. 
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27. El conjunlo 3 = {(?, + q 2 ‘ + 9 s/ + 9 4 *L 9i- ‘h- Si- 3 * 6 de cualemios con adicion y multiplicacion de- 
finidas por 

(o, + Oji + a 3 j + a t k) + (6, + ft 2 i + 6jj + b t k) = (a, + i>i) + (oj + b 2 )i + (a 3 + b 3 )j + (o 4 + b 4 )k 

y 

(a t + a 2 i + aj)' + a 4 fc) • ( 6 ! + ft 2 i + b-J + 6,fc) = (a,6, — a 2 ft 2 — 0363 — a,6 4 ) + (a,ft 2 + a 2 ft, + a 3 ft, — a,ft 3 )i 

+ (flil>3 — <*2^4 + «3&i + a ',b 2 )j + (a, ft 4 + 0363 — a 3 ft 2 + 

es un cuerpo no conmutativo. Demostrarlo. Comprobar quc: 

(a) Los subconjuntos Q 2 * {(9, + q 2 i + Oj + OA)}, Q s = {(9, + Of + qj + Ok)} y 2* = {(?i + Oi + 0/ + 
9 4 A)} de J se combinan como el conjunto C de los numeros complejos; asi, i 2 = j 1 = k 2 = — 1. 

(b) q,,q 2 ,q 3 ,q t conmutan con i,j,k. 

(c) ij - k, jk = i, ki = j 

(d) ji = —k, kj = — f, ik — —j 

(e) Con Q definido como en el Problema 17, Capilulo 10, pagina 111, la aplicacion 

Q - 3. ■■ (q, + <7 2 *. 9s + 9«*I -9s + 94*. 9i - 9j*) -* (9i + 92* + «*»' + 94*) 
es un isomorfismo. 

(f) 2 es un cuerpo no conmutativo (vease Ejemplo 4, pdgina 117). 

28. Demostrar que un cuerpo es un anillo conmutativo cuyos elementos no nulos poseen simetricos multiplicativos. 

29. Demostrar que P = {( a,b , — b.a): a,beR] con adicion y multiplicacion definidas por 

(a, 6,-6, a) + (e, d, —d, c) = (0 + e, 6 + d, — 6 — d, 0 + e) 
y (a,b,—b,a)(c,d,—d,c) = (ac — bd, ad + be, —ad — be, ac — bd) 

es un cuerpo. Demostrar que P es isomorfo a C, el cuerpo de los numeros complejos. 

30. (a) Demostrar que {a + b'Jz : a, ft € Q} y (a + ftV 2 + eVft + dVlO : a,b,c,d E Q) son subcuerpos de R. 

(6) Demostrar que {a + 6\/2 : a, 6 6 Q} no es un subcuerpo de R. 

31. Demostrar que S = {a + 6r: a,lEK, r = — J(1 + \/3 i)} es un subcuerpo de C. 

a — b b 

Sugerencia. El simetrico multiplicative de a + br # 0eS es ^FZ" a j + &2 — a 2 _ a (, + 52 r e S. 

32. (a) Demostrar que los subconjuntos 5 = {[0], [5], [10]} y T = {[0], [3], [6], [9], [12]} del anillo Z/(15) 

son dominios de integridad con respecto a las operaciones binarias sobre Z/( 15). 

(ft) Demostrar que S es isomorfo a Z/(3) y que, por tanto, es un cuerpo de caracteristica 3. 

(c) Demostrar que T es un cuerpo de caracteristica 5. 

33. Considerense los ideales A = {2g:geG},B = {5 g:g e G}, E = {lg:g e G]y F = {(1 + i)g-ge G) de G. el anillo 
de los enteros gaussianos. (a) Demostrar que G/A = G/(2) y que G/B = G/(S) no son dominios de integridad. 
(ft) Demostrar que G/E es un cuerpo de caracteristica 7 y que G/F es un cuerpo de caracteristica 2. 

34. Demostrar que un cuerpo no contiene ideales propios. 

35. Demostrar que los Problemas 3 y 13 implican que si J es un ideal maximal de un anillo unitario conmutativo St 
entonces J es un ideal primo de St. 
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INTRODUCCION 

Una gran parte del algebra elemental trata de ciertos tipos de funciones como 


1 + 2z + 3x* x + a- 5 5 - 4x 2 + 3x'° 


llamadas polinomios en x. Los coeficientes en cstos ejemplos son enteros, si bien no siempre es nece- 
sario que asi sea. En el calculo infinitesimal elemental, el dominio de definicion de la funcion es R. En el 


algebra tal dominio es C; por ejemplo, los valores de x para los cuales 1 + 2x + 3x 2 es 0 son - I ± 
\/ 2 . 3 
3 r ‘ 


Desde el punto de vista del Capitulo 2, un polinomio en x se puede considerar como una aplicacion 
de un conjunto S (dominio de x) sobre un conjunto T (dominio de valores del polinomio). Considerese, 
por ejemplo, el polinomio 1 + — 3x 2 . Si S = Z. entonces T C /?, y lo mismo ocurre si S = Q 

o si S = /?; si 5 = C, es entonces T C C. 

Como cn los capitulos precedentes, igualdad implica «identico a»; asi dos polinomios cn .v son 
iguales si tienen idcntica forma. Por ejemplo, a + bx = c + dx si. y solamente si, a = c y b = d. (No- 
tcse que a + bx = c + dx nunca se ha de considerar aqui como una ecuacion en x.) 

Ya se sabe que las imagenes de cada valor de x e S son los mismos elementos de Tcuando a(x) = 
P(x) y que, en general, son elementos distintos de T cuando a(x) i= fi{x). Sin embargo, como se vera 
en el Ejemplo 1 que sigue, esto depende en cierto modo del conjunto de x. 


Ejemplo I: Considerense los polinomios u(x) = [l]x y fi(x) = [l]x 5 , donde [l]eZ/(5), y supongase 

que el dominio de definicion sea el cucrpo 2/(5) = {[0], [I], [2], [3], [4]}. Es patente que 
a(x) y P(x) difieren en foima (no son polinomios iguales); pero, como facilmenle se compruc- 
ba, las imagenes para cada xeZ/(5) son identicas. 

El Ejemplo 1 sugiere que en nuestro estudio de los polinomios cmpecemos por considcrarlos como 
formas. 


FORMAS POLINOMICAS 

Sea dt un anillo y sea x, que se llamara una indeierminada, un simbolo cualquiera que no pertenece 
a St. Se entiende por polinomio en x sobre & una expresion de la forma 


«(x) = aox" + a,x' + atx 2 + ■■■ = 2 . o f e % 

en la que solamente un numero finito de las a son diferentes de z, el elemento cero de St. Dos polinomios 
en x sobre St, a(x) tal, como se acaba de definir.y 


P(x) — box 0 4- b,x' + b 2 x 2 + • • • = 2 h*** > b-, e% 

se dicen iguales, a(x) = /i(.v), siempre que a k = b k para todos los valores de k. 
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En todo polinomio tal como el a(x), cada uno de los componentes a 0 x°, a,x‘, a 2 x 2 , . ... sc dice 
un termino ; en cada termino/iijx 1 , a, se llama coeficiente del terming . Aqui se han escrito los terminos 
de a(x) y de p(x) en un determmado orden (orden natural) y se hara asi siempre. De modo que i, el su- 
perindice de x, es apenas un indicador de la position del termino a t x A en el polinomio. Asimismo, la 
yuxtaposicion de a, y de x‘ en el termino op c* no ha de interpretarse como indication de multiplicacion, 
y los signos mas entre los terminos se han de intcrpretar como medios de conexion mas que como ope- 
radores. De hecho, bien pudieramos haber escrito el polinomio a(x) anterior como a = (a 0 , a,, a 2 , ■ ■ •). 

Si en un polinomio como a(x) el coeficiente a„ f z, en tanto que todos los coeficientes de los ter- 
minos que siguen son z, se dice que a(x) es de grado n y a„ sc llama coeficiente dominante. En particular, 
el polinomio oqX 0 + zx 1 + zx 2 + . . . es de grado cero con coeficiente dominante a 0 cuando a 0 f z 
y no time grado (ni coeficiente dominante ) si a 0 = z. 

Denotando por A[x ] el conjunto de todos los polinomios en x sobre A y definiendo para cualesquie- 
ra a(x), p(x) e A[x] la adicion (+) y la multiplicacion (•) sobre 3t[x] por 

a(x) + p(x) = (do + bo)x° + ( a, + hi )* 1 + (d2 + bi)x- + • • • 

= 2 (“* + bk)x k 


y a(x) • f3{x) = aob 0 x°,+ (a 0 b i + dib 0 )x‘ + (dob« + a t bi + d-ibo)x 2 + ■ ■ ■ 

k 

= 'Sc**, con Ck-^dibk-i 

e 

(Notese que la multiplicacion de elementos de 'A se indica aqui por yuxtaposicion.) 
Puede ser util escribir completamente estas definiciones asi: 


<»(*) E] P(x) = (ao © bo)x° + (a, © b,)x' + (a 2 © b 2 )x 2 + ■■■ 

J a(x) [Z1 p(x) - (da O ba)x° + {a* Ob, © a, O b 0 )x' 

+ (a„G b-, © o.O b, © at O b 0 )x* + ••• b + ‘irta. ■* 

ea dondef+l y CD son las nuevas operaciones definidas sobre 3?[x], © y O son operaciones binarias 
sobre A y + es como antes una conexion. 


Es claro que tanto suma como producto de elementos de A[x] son elementos de A[x], es deeir, 
-ente tienen un numcro finito de terminos con coeficientes no nulos e A. Es facil verificar que la 
-on sobre A[x] es asociativa y conmutativa y que la multiplicacion es asociativa y distributiva con 
-to a la adicion. Ademas, el polinomio cero 

zx° + zx' + zx* + ■ ■ ■ = 2 zx“ 6 ‘Rl*] 

d neutro aditivo o elemento cero de A[x] y 

-a(x) = -doX 0 + (-o,)x‘ + ( -di)x 2 + • • ■ = 2 ( dk)x k € ^(a:] 

I simetrico aditivo de a(x). Asi, pues. 

I. El conjunto de todos los polinomios A[x] en x sobre A es un anillo con respecto a la adi- 
cion y multiplicacion definidas anteriormente. 

L Sean a(x) y p(x) de grados respectivos m y n. Si m f n, el grado de a(x) + P(x) es el mayor de los 
s m = n el grado de a(x) + p[x) es a lo mas m (<.por que?). El grado de a(x) • P(x) es a lo mas 
c porque a m b„ puede ser z. Sin embargo, si A no tiene divisores de cero, el grado del producto 
j*- n. (Siempre que sea conveniente seguiremos la costumbre de escribir un polinomio de grado m 
mas de m + 1 terminos.) 
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Considered el subconjuntoS = {rx ° : r e St] de £[x] que consiste en el polinomio cero y en todos 
los polinomios de grado cero. Se comprueba facilmente que la aplicacion 

% -» S : r-*rx° 

es un isomorfismo. Por tanto, podemos escribir segun esto a 0 en vez de a c x° en cualquier polinomio 
eSt[x]. 


POLINOMIOS MONICOS (IJNITARIOS)t 

Sea St un anillo con unidad u. Entonces u = ux° es la unidad de £[x] puesto que ux° ■ a(x) = a(x) 
para todo a(x) e St[x], Asi que escribiendo x = ux' = zx° + ux\ se tiene x e£[x], Ahora bien, 
fl 4 (x ■ x • x • ■ • con k factores) = a ^ e #[x] de modo que en a(x) = a 0 + a,x + a 2 x 2 + • pode- 

mos considerar el superindice i en como un verdadero exponente, la yuxtaposicion en cualquier 
termino a,xf como multiplicacidn en el anillo (polinomica) y la conexion + como adicion en el anillo 
(polinomica). 

Todo polinomio a(x) de grado m sobre St con coeficiente dominante u, la unidad de St, se llamara 
monico (o unitario). 

Ejemplo 2: (a) Los polinomios 1, x + 3, x 2 - 5x + 4 son mdnicos, mientras que lx 1 - x + 5 no lo 

es, sobre 2 (o sobre cualquier anillo que tenga a Z como subanillo). 


[b) Los polinomios b, bx + f y bx 2 + dx + e son polinomios mdnicos en S[x] sobre el 
anillo S del Ejemplo 1(d), Capitulo 11, pagina 114. 

DIVISION 

En el Problema 1 se demuestra la primera parte del 

Teorema n. Sean St un anillo con unidad u. a(x) = a 0 + a,x' + a 2 x 2 + • • • + a„xT = St[x~\ bien 
el polinomio cero o bien un polinomio de grado m, y fi(x) = b 0 + 6,x, + b 2 x 2 + • • • 
+ u„x" 6 St[x\ un polinomio monico de grado n. Existe un par de polinomios linico 
<7jt(x), r„(x); q L (x), r L (x ) e «[x] con r*(x), r L (x) polinomios cero o de grado < n ta- 
les que 

(i) a (x) = q R (x)-p(x) + r R (x) 

y (ii) <,(*) = P(x)-q L (x) + r L (x) 

En (i) del Teorema II se dice que a(x) se ha dividido a la dereeha por 0(x) para obtener el cociente 
a la dereeha q R (x) y el resto a la dereeha r R (x). Analogamente, en (ii) se dice que a(x) se ha dividido a la 
izquierda por p(x) para obtener el cociente a !a izquierda q L {x) y el resto a la izquierda r L (x). Cuando 
r R (x) = z (r t (x) = z), se dice que /?(x) es divisor a la dereeha (a la izquierda) de a(x). 

Para el caso especial p(x) = ux - 6 = x - 6, el Teorema II da (vease Problema 2) el 

Teorema m. Los restos a la dereeha y a la izquierda cuando a(x) se divide por x - b, b e St, son 
respectivamente 

r R = do + aib + a 2 b 2 4- • • • + a„b n 
y r L = Ot> + 6ai + b 2 a 2 + • • • + b"o» 


De lo que se sigue el 

Teorema IV. Un polinomio a(x) tiene a x - b como divisor a la dereeha (a la izquierda) si, y solo si, 
'•* = Z ( r L = Z >- 

Ejemplos que ilustren los Teoremas II y IV cuando St no es conmutativo se postergan hasta el Ca- 
pitulo 15. Lo que queda de este capitulo se dedica al estudio de ciertos anillos de polinomios St\_x] que 
se obtienen especializando cada vez mas el anillo de coeficientes St. 

t La denomination «unitario» dada a un polinomio de coeficiente dominante a m = u puede prestarse a confusidn; se ha 
preferido mantener el neologismo «monico». N. del T. 
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ANILLOS CONMDTATIVOS UNITARIOS DE POLINOMIOS 

Sea St un anillo conmutativo unitario. Entonces d£[x] es un anillo conmutativo unitario (icual es 
su unidad?) y los Teoremas II y IV se pueden enunciar sin distinguir entre cocientes a la derecha y co- 
cientes a la izquierda (se remplazan q R (x) = q L (x) por q(x)), restos (se remplaza r R (x) = r L (x) por r(x)) 
y divisores. Asi (i) y (ii) del Teorema II se pueden remplazar por 

(iii) «(*) = «(*) ■ /*(*> + r(x) 

y en particular, se tiene el 

Teorema IV'. En un anillo conmutativo unitario de polinomios, un polinomio a(x) de grado m tiene 
a x - ft como divisor si, y solo si, el resto 

(a) r = do + a, 6 + a 2 ft z + • ■ • + a m b m = z 

Cuando como en el Teorema IV', r = z se dice que b es un cero (o raiz) del polinomio a(x). 

Ejemplo 3: (a) El polinomio x 2 - 4 sobre Z tiene 2 y -2 como ceros, puesto que (2) 2 - 4 « 0 y tam- 

bien ( — 2) 2 -4 = 0. 

(ft) El polinomio [3]x 2 - [4] sobre el anillo Z/( 8) tiene los ceros [2] y [6] mientras que el 
polinomio [l]x 2 — [1] sobre Z/(8) tiene como ceros a [1], [3], [5], [7], 

Si St no tiene divisores de cero, pasa igual con St[pc], Porque supongase que <x(x) y fl(x) son elementos 
de St[x ] de grados respectivos m y n, y que 

a{x)-p(x) - dobo + (aobt+aibo)x + ■ ■ - + a m b„x m+ '' - z 

Entonces, cada coeficiente del producto, y en particular a m b„ es z. Pero St carece de divisores de cero; 
luego aj>„ = z si, y solo si, a m = z o si ft„ = z. Como esto contradice la hipotesis de que a(x) y (l(x) eran 
de grados m y n, entonces ^[x] no tiene divisores de cero. 

Y se sigue entonces el 

Teorema V. Un anillo de polinomios St[x] es dominio de integridad si, y solo si, el anillo St de los 
coeficientes es un anillo de integridad. 


SUSTITU CION DE LA INDETERMINADA 

Observando el resto 

(a) r = ao + a t b + a 2 b 2 + ■ ■ ■ + a m b m 

en el Teorema IV' se ve que sc le puede obtener mecanicamente sin mas que remplazar x por b en el po- 
linomio a(x) y naturalmente interpretando la'yuxtqposicidn de elementos como multiplicacion en St. 
Asi, pues, si se define /(ft) como la expresion que se obtiene sustituyendo x por ft en /(*), podemos rem- 
plazar (yasi se hara) r en (a) por a(ft). Cosa que no es mas que el proceso familiar de sustitucion del al- 
gebra elemental («valor numerico») donde (observese) x se considera como una variable mis bien que 
como una indeterminada. 

Se deja al cuidado del lector demostrar que el proceso de sustitucion o de «dar valor numerico» no 
da lugar a dificultades postcriores, es decir, el demostrar que para un ft e St dado, la aplicacion 

Ax) -*J[b) para todo /(x) e St[x] 

es un homomorfismo de St[x ] sobre St. 


EL DOMINIO DE POLINOMIOS & [x] 

Los dominios polinomicos mas importantes se tienen cuando el anillo de los coeficientes es un 
cuerpo &. Recuerdese que todo elemento no nulo de un cuerpo & es inversible en J 2 "; y volveremos a 
enunciar los principales resultados de las secciones anteriores para el dominio de integridad S*[x] como 
sigue : 
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Algoritmo de la division. Si a(x), PM e ^[x] con p(x) ± z existe un par de poiinomios um- 
co q(x), r(x) donde r(x) es o bien el polinomio cero o de un grado menos que /?(x), tales ques^ 

a{x) = q{x) . m + r i x) 

Para demostracidn, veasc Problema 4. 

Si r(x) es el polinomio cero, PM se dice divisor de a(x) y se escribe P(x) | a(x). 

Teorema del resto. Si «(x), x - b e 3?[x], el resto de dividir a(x) por x-b es «(/.). 

Teorema del factor. Si «(.*) e S*[x] y b ed?, x - b e s un factor de a(x) si, y solo si, a(P) = z, es 
decir, x - b es factor de a(x) si, y solo si, b es un cero de a(x). 

De aqui se sigue 

Teorema VI. Sea «(x) e &[x] de grado m > 0 y cocficiente dominante a. Si los elementos distin- 
tos b„ b 2 , . . ., b m de & son ceros de a(x), entonces 

a(x) = <i(x - fr,)(x - b 2 ) ... (x - b„) 

Para una demostracion, vease Problema 5. 

Teorema VII. Todo polinomio a(x) e ^[x] de grado m > 0 tiene a lo mas m ceros distintos en 

Ejemplo 4: (a) El polinomio 2x 2 + 7.v - 15eQ[x] tiene los ceros 3/2, -5,eQ. 

(A) El polinomio x 2 + 2x + 3 e CM tiene los ceros - 1 + yjl i y - 1 - y/2 / en C, pero 
x 2 + 2x + 3 e Qf.vJ carece de ceros en Q. 

Teorema VIII. Sean ot(x), PM e .f[x] tales que a(s) = p(s) para todo s e & . Entonces, si el numcro 
de elementos de & supera los grados de a(.v) y Pix), se tiene nccesariamente a(x) 

^ * Para una demostracidn, v6ase Problema 6. 

Ejemplo S: Se ve ahora claro que los poiinomios del Ejemplo 1 son distinlos, ya se consideren como funcio- 

nes o como formas, pues cl numero de elementos de & = 7/(5) no supera al grado dc ambos 
poiinomios. Lo que en el Ejemplo 1 parecia entonces scr una conlradiccion con lo que el lec- 
tor ya sabia, era debido naturalmcnte a que solo se tenia experience con cuerpos infinitos. 


POLINOMIOS PRIMOS 

No es dificil demostrar que las unicas unidades de un dominio polinomico J^x] son los elementos 
no nulos (es decir, los invcrsibles) del anillo de coeficientes 9. Asi, pues. los umcos asociados de 
«(x) 6 SF[x] son los elementos v • a(x) de &[x] en que v es elemento inversible de .9. 

Como para todo v =f= z 6 & y todo a(x) e &\x\. 


mientras que sj a(x) = qM ’ PM 


a(x) 4 1 v~ 1 • a(x))- v 


a(x) = [a' 1 qM]'[ v PM] 


se deduce que (a) todo elemento inversible de ? y todo asociado de a(x) es divisor de a(x) y (b) si 
PM I a(x) lo mismo se verifica con todo asociado de PM- Los elementos inversibles de & y los asocia- 
dos de a(x) se llaman divisores triviales de a(x). Otros divisores de a(x), si los hay, se dicen divisores no 

irivia/es. , 

Un polinomio <x(x) e &\_x] de grado m ^ 1 se dice polinomio primo (irreducible) sobre & si solo 

tiene divisores triviales. 
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Ejemplo 6: (a) El polinomio 3x 2 + 2x + 1 e /J[x] es un polinomio prirao sobre R. 

(6) Todo polinomio ax + 4 e ^[*] con t s primo sobre 

EL DOMINIO DE POLINOMIOS C[x] 

Sea un polinomio 


p(x ) = b 0 + ba + b 2 x 2 + • • • + b m x m e C\x ] 

de grado m 1 . En esta seccion nos referiremos a ciertos teoremas elementales acerca de los ceros de 
tales polinomios y cn particular acerca del subconjunto de todos los polinomios de C[.v] cuyos coefi- 
cientes son racionales. La mayoria de los teoremas se encuentran en cualquier texto de algebra, si bien 
enunciado en terminos de raices de ecuaciones en vez de ceros de polinomios. 

Supdngase que r e C es un cero de P(x). Entonces, P(r) = 0 y como b„ 1 e C, tambien b~ 1 • p(r) = 0. 
Asi que los ceros de fi{x) son precisamente los de su asociado monico 

«(x) = b~'-p(x) - ao + a t x + a 2 x 2 + • ■ ■ + a m -,x m -' + x m 

Siempre que sea mas comodo trataremos de polinomios monicos. 

Es bien sabido que si m = l,a(.r) = a 0 + x tiene — a 0 como cero y si m = 2 , a(x) = a 0 + a,x + x 2 
tiene j(— a, - ^fa] - 4<j 0 ) y j(-ai + -J- a J — 4 a 0 ) como ceros. En el Capitulo 8 se vio como se ha- 
llan las n raices de cualquier a e C; asi que todo polinomio x" — a e C[-t] tiene al menos n ceros en C. 
Hay formulas (veanse Problemas 16-19) que dan los ceros de polinomios de grados 3 y 4. Pero se sabe 
tambien que no se pueden establecer formulas semejantes para cualesquiera polinomios de grado m == 5. 

Por el Teorema VII, ningun polinomio a(.t) de grado m ^ 1 puede tener mas de m ceros distintos. 
En el parrafo anterior, a(.x) = a 0 + a,x + x 2 tendra dos ceros distintos si, y solo si, su discriminante 
a\ — 4a i, 4= 0. Diremos entonces que cada uno es un cero simple de x(x). No obstante, si a 2 — 4 a 0 = 0. 
cada formula da - jo, como cero y entonces diremos que - jo, es un cero de multiplicidad dos de ce(.v) 
y enumeraremos los ceros as!: — ja lt — Joj. 

Ejemplo 7: (a) El polinomio x 3 + x 2 - 5x + 3 = (jt - l | 2 (.v + 3) tiene -3 como cero simple y 1 como 

cero de multiplicidad 2. 

(b) El polinomio .r 4 — X s — 3x 2 + 5x — 2 = (x - I ) 3 (.v + 2) tiene el cero simple -2 y el 
cero de multiplicidad tres, 1. 

Aqui se supondra como postulado el llamado 

Teorema fundamental del algebra. Todo polinomio a(.e) e C[.x] de grado m 1 tiene por lo menos 

un cero en C. 


De aqui se sigue por induccion 

Teorema IX. Todo polinomio ct(.t) e C[x] de grado m =-= 1 tiene precisamente m ceros en C, con- 
tando por n ceros todo cero de multiplicidad n. 


Y, por tanto, 

Teorema X. Todo a(x) e C[x] de grado mil o bien es de primer grado o puede escribirse como 
producto de polinomios de primer grado. 

Exceptuados los casos especiales arriba anotados, el problema de hallar los ceros de un polinomio 
dado es dificil y de el no se tratara aqui. En lo que queda de esta seccion nos limitaremos a ciertos sub- 
conjuntos de C[x] obtenidos por restriccion del anillo de coeficientes. 
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En primer lugar, supongamos que 

n(x) = do + diX + d 2 X 2 + • ' • + dmX m £ 
de grado m ^ 1 tiene el cero r = a + bi, o sea, que 

„(r) = a 0 + a x r + air 1 + ■ • ■ + d m r m = s + ti = 0 

Por el Problema 2, Capitulo 8, pagina 79, tenemos que 

a (f) = do + dif + dif 2 + • • • + d m f m = s + ti - 0 

de modo que 

Teorema XI. Si r e C es un cero de un polinomio ot(x) con coeficientes reales, r tambien es un cero 
de a(x). 

Sea r = a + bi con b * 0 un cero de a(x). Por el Teorema XI f = a - bi tambien es un cero y 
podemos escribir 

a(x) = [x - (d + bi)] [x - (a - bi ) ] • <*,(*) 

= [x 1 - 2dx + a 2 + 6 2 ] • «,(x) 

donde «.(x) es un polinomio de grado inferior en dos al de «(x) y tiene coeficientes reales. Como un po- 
linomio cuadratico con coeficientes reales tiene ceros imaginarios si, y solo si, su discnminante es ne- 
gativo, tenemos 

Teorema XII. Los polinomios de primer grado y los polinomios de segundo grado con discnminante 
negativo son los unicos polinomios e &[x] que son primos de 'M. 

Teorema Xm. Un polinomio de grado impar e&[x] tiene necesanamente un cero real. 
Supongase ahora que 

fj(x) = bo + b t x + b^x 1 + • • • + bmX m £ Q[x] 

Sea c el maximo comun divisor de los numeradores de los b y d el minimo comun multiplo de los deno- 
minadores de los b; entonces. 

a(x) = - • p(x) - do + a, x + a 2 x 2 + • • • + d m x m £ Q[x] 

» c 

tiene coeficientes enteros cuyos unicos divisores comunes son ±1, los elementos inversibles de Z. Ade- 
mas, P(x) y a(x) tienen precisamente los mismos ceros. 

Si r 6 Q es un cero de o(x), es decir, si 

a (r) = a 0 + a,r + asr 2 + ■ • • + a m r m - 0 

se sigue de inmediato que 

(i) si r e Z, entonces r \ a 0 

(ii) si r = s/t , fraccionario irreducible, entonces, 

t m • a(s/t) = d 0 t m + d,st m ~ l + a 2 a 2 f m_2 + ••• + «--»«-** + a ™s m = ® 
de modo que s | a 0 y I | a m . Hemos demostrado el 
Teorema XIV. Sea <*(x) = “o + d,x + d 2 x 2 + ■■ ■ + d m x m 

un polinomio de grado m 1 con coeficientes enteros. Si s/t e Q, con <5, t) = 1, es 
un cero de a(x), entonces ,v | a Q y t \ a m . 
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Ejemplo 8: (a) Los ceros racionales posibles de 

«(jc) = 3x 3 + 2x 2 - 7x + 2 

son +1, ±2, ±i +§. Como a(l) = 0, a(-l) * 0, a(2) + 0, a<— 2) = 0, a(i) = 0, 
a( — 4) yl 0, a(f) 0, a(-§) i= 0 los ceros racionales son, pues, 1, -2, 3 y es, enionccs, 
a(x) = 3(x - l)(x + 2)(x - j). 

Noia. Por el Teorema VII, a(x) no pucde lener mas de tres ceros dislinlos. Asi 
que una vez hallados fatos se pueden descartar lodas las olras posibilidades no ensaya- 
das. Aqui no era nccesario ensayar las posibilidades —3, 3, —3. 

(6) Los ceros racionales posibles de 

a(x) = 4x s - 4x 4 - 5x 3 + 5x 2 + x - 1 
son ±1. ±i. ±\. Como «(1) = 0, a(-l) = 0, «(]) - 0, a( — 5) = 0, se tiene 
<*(x) = 4(x - I)(x + 1 )(x - j)(x + i)' (x - I) 
y los ceros racionales son 1, 1, —1, {, -3. 

(c) Los ceros racionales posibles de 

a(x) = x 4 - 2x 3 - 5x 2 + 4x + 6 

son ±1, ±2, ±3, +6. Para fatos, solo a(-l) = 0 y a(3) - 0, as! que 
a(x) - (x + l)(x - 3)(x 2 - 2) 

Como ninguno de los posibles ceros ±1, ±2 de x 2 - 2 es cero, resulta que x 2 - 2 es 
un polinomio primo sobre Q y los linicos ceros racionales de a(x) son -1, 3. 

id) De los posibles ceros racionales: ±1, ±}, + $, ±£. dea(x) = 6x 4 - 5x 3 + 7x 2 - 5x + I 
solamcnte ] y 3 son ceros. Asi que a(x) = 6(x - jrl(x - J)(x 2 + I) con lo que x 2 + 1 
es un polinomio primo sobre Q y los ceros racionales de a(x) son }, ]. 

(<■)' Los posibles ceros racionales de 

a(x) = 3x 4 - 6x 3 + 4x 2 - lOx + 2 

son ±1, ±2, ±i, ±j. Pero como ninguno anula a a(x). fate es un polinomio primo 
sobre Q. 

MAXIMO COMUN DIVISOR 

Sean a(x) y /?(x) polinomios no nulos de .^[x], El polinomio d(x) e ^[x] con las propiedades 

(1) d(x) es mdnico, 

(2) d(x) | ot(x) y d(x) \ /?(x), 

(3) para todo c(x) e 3f[x\ tal que c(x) | a(x) y c(x) | P(x) se tiene c(x) | d(x), se llama maximo 
comun divisor de a(x) y fl(x). 

Es evidente (vease Problema 7) que el maximo comun divisor de dos polinomios de &[x) puede 
hallarse de la misma manera que el maximo comun divisor de dos enteros expuesta en el Capitulo 5. 
Con el objeto de variar, demostramos en el Problema 8 

Teorema XV. Sean los polinomios no nulos a(x) y p{x) de &[x]. El polinomio mdnico 
(i>) d(x) = s(x ) • «(x) + r(x) • P(x), s(x), r(x) e P\x\ 

de minimo grado es el maximo comun divisor de a(x) y fi(x) 

Se deduce que 

Teorema XVI. Sean a(x) de grado ms? 2 y 0(x) de grado n s? 2 de &[x\. Hay polinomios no nulos 
/t(x) de grado n — 1 a lo mas y v(x) de grado m — 1 a lo mas, de 3-\_x\ tales que 

(c) /i(x) ■ a(x) + v(x) • P(x) = z 

si, y solamente si, a(x) y ft{x) no son primes entre si. 

Para una demostracion, vease Problema 9. 
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y St 3 «<*) V plx) primes entre si, entonces pix) | <*(*) * 

Teorema XVU. Si «M. *«> ■ 

implies pix) 1 pix)- 

En el Problems 10 se demuestra el 


En e, Problems 10 se "J 1 ^ de grado , fc i y d. coeficiente dommsnte , 

Teorema de factorizac.on umca. ^ pue dc cscribirse 

. , ,i.. . t«, • • • [p i ( a: )j ’ 


donde los p,(x) son polmomios £% VJH 

son enteros positives. Ademas, salvo 
factorizacion es dnica. 

_ . . , La + 4x 2 + 4* + 6 sobre Z/< 7) en un produce de poli- 
S Sr sobren t end,endo que todos los ^ 

: = 4<* + ik* + *>(* + sw * + 6> 

= 4(* + 1)(* + 3 >*< i + 6) 

PROPtEDADES DEL DOMINIO DE POLINO. I ropie dades que se correspond™ 

E, amllo Se polloomro, 

con las del anillo 2 jde .ose : $on anUlos ideales puede ser particionado 

dianos (vease Problems 11) y am aqui pnncipalmente, ^L*J P u 

pagina 108). Ademas. y ^““/ do ^ 1 en un amllo 
por cualquier pol.nom.o M*)e*L*J 8 

. _ rSfvtl. ... 1 


Ejemplo 9: 


JT[ x ]/(X(x)) = {[«(*)! } 


■ como Z lo es en el anillo Z/(m). Para cualesquiera a(x), Pix) e se 
de clsses de equivalence asi com - 
define 


[<x(x)] = {«(*) + Ml*) - X(x| : m(x) £ 


« de^estamb.nelementode^.yW]^^ 

[«(*>] + [ft*)] 1 = [* ( *\- + 

ra(x)]-[/)(x)] = [«(*)' M*« 

y 

, .j n a | lector la demostracion 
rcspectivamente, dejando al lector 

W La adicidn y la multiplied son donde z y « respectivamente 

(c) *[*]/<M*».« un anillo conmutat.vo un.tano 

En el Problems 12 demostramos el 

c , ... ^rxl/lMx)) contiene un subanillo isomorfo al cuerpo . ■ 

Teorema XVffl. El amllo 
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Si X(.v) es dc grade 1, es claro que 9[x]/{\(x)) es el cucrpo & ; si 3.(x) es de grado 2, t) 

consta de & junto con todas las clases de equivalencia {[a 0 + a t x] : a 0 , a, e & , «, ± z}; en general, 
si X(.v) es de grado n , tenemos 

3?\x]i(\{x)) = {[«„ + a x x + a 2 x 2 + ■ ■ • + a,,-,*" -1 ] : a t e 9} 

Ahora bien, las definiciones dc adicion y multiplicacion entre clases de equivalencia y el isomorfismo: 
a i *“* [°i] implican 

[a 0 + aix + a 2 x 2 + — + ttn-iX"' 1 ] = [a 0 ] + [a,][:r] + [a 2 ] • [a;] 2 + • • • + (o»-i]» [x]" 

= a 0 + ai[.r] + a 2 [a:] 2 + • • • + a-,,- , [xj n_ * 

Como una ultima simplification, remplazando [.v] por £ tenemos 

P[x]ftk(x :)) = {o 0 + a,i + a 2 { 2 + -" + «„. l r l :u | .ef} 

En el Problema 13 se demuestra el 

Teorema XIX. El anillo ^[x]/(X.(.v))es un cuerpo si, y solamente si, X(.\)es un polinomio primo sobre 9 . 
Ejemplo 10: Considerese L(.y) = ,v 2 - 3 e 0[.v] un polinomio primo sobre Q. Dc mancra que 

Q\x\Rx 2 - 3) = {a 0 + «,£ : a 0 ,o,e<?) 

es un cucrpo con respecto a la adicion y multiplicacion definidas como de ordinario excepto 
en que en la multiplit^icidn hay que remplazar 5 2 por 3. Es facil hacer ver que la aplicacicin 

"o + a,{ a 0 + a,\/3 

es un isomorfismo de (3 [.y]/(x 2 - 3) (jobre 

Q[\/3] = (a, | + a,\/3 : a 0 ,a,eQ}, 

el conjunto dc todos los polinomios en N /3 sobre Q. Evidentemente, Q[^/ 3j C R de modo 
que es el minimo cuerpo en que ,v 2 - 3 se fuctoriza enteramenle. 

El polinomio x 1 - 3 del Ejemplo 10 es el polinomio monico sobre Q de grado minimo que ticne 
como raiz. Siendo unico. se le llama el polinomio minimo de N /3 sobre Q. Nbtcse que el polinomio 
minimo de sobre R es ,v - 73- 

Ejemplo 11: Sea 9 = 21/(3) = ,0. I. 2| y lomese X(.v| = v 2 + I un polinomio primo sobre 9 . Constru- 

yasc la tabla de adicion y multiplicacion para el cuerpo ^ [,v]/(X(.v) ). 

Aqui .?[.'■]/( 2.U | ) = |o 0 + «,c: u, e9j 

= |0. 1,2. {, 2c, I + {. 1 + 2{. 2 + {, 2 + 2s 1 ] 

Como X({) = c 2 + I = [0], tenemos c 2 = [-]]=- [2] 6 2. Las tablas son: 


-1- 

0 

1 

2 

£ 

2£ 

1+5 

1+25 

2 + 4 

2 + 25 

0 

0 

1 

2 

i 

25 

1+5 

1 + 25 

2 + 5 

2 + 2£ 

1 

1 

2 

0 

.1 + 5 

1 +2£ 

2 + 5 

2 + 2s 

5 

25 

2 

2 

0 

1 

2 + 5 

2 + 25 

£ 

2£ 

1 + 5 

I + 25 

£ 

t 

S 

1 + 5 

2 + £ 

2£ 

0 

1 +25 

1 

2 + 25 

2 

2£ 

2£ 

1 + 2£ 

2 + 25 

0 

£ 

1 

1 + 5 

2 

2 + 5 

1 + 1 

1 + 5 

2 + 5 

£ 

1 + 2' 

1 

2 + 25 

2 

2£ 

0 

1 + 2; 

1 -t 25 

2 + 25 

2£ 

1 

1 + £ 

2 

2 + 5 

0 

£ 

2 + 5 

2 + 5 

£ 

1 + 5 

2 + 2' 

2 

2( 

0 

1 + 25 

1 

2 + 25 

2 + 2£ 

25 

1 +25 

2 

2 + 5 

0 

£ 

1 

1 + 4 
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2£ 

l + £ 

l + 2£ 
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2 + £ 2 + 2£ 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

1 

2 

£ 

2£ 

l + £ 

1 + 2£ 

2 + £ 

2 + 2£ 

2 

0 

2 

1 

2£ 

£ 

2 + 2£ 

2 + £ 

1 + 2£ 

1 + £ 

£ 

0 

£ 

2£ 

2 

1 

2 + £ 

l + £ 

2 + 2£ 

l + 2£ 

2£ 

0 

2£ 

£ 

1 

2 

l + 2£ 

2 + 2£ 

1 + £ 

2 + £ 

1 + £ 

0 

1 + £ 

2 + 2£ 

2 + £ 

l + 2£ 

2£ 

2 

1 

£ 

l + 2£ 

0 

l + 2£ 

2 + £ 

1 + £ 

2 + 2£ 

2 

£ 

2£ 

1 

2 + £ 

0 

2 + £ 

l + 2£ 

2 + 2£ 

1 + £ 

1 

2£ 

£ 

2 

2 + 2£ 

0 

2 + 2£ 

l + £ 

l+2£ 

2 + £ 

£ 

1 

2 

2£ 





Tabla 12-2 





Sea & = ■ 

O y tomese \(x) = 

x 2 + x 

+ 1, un 

polinomio primo 

sobre & . 

Hallar el simetrico 

mulliplicativo de 4 ! 

+ 4 + 1 e^OJ/Mx)). 







Ejemplo 12 : 

hacer (a 0 + a , 4 + o 2 £ 2 )0 + i + i 2 ) - '• 
multiplicar sustituyendo 4 3 y 4 , , 

igualar los correspondientes coeficientes de 4 , 4 , C 
y despejar a 0 , a,,a 2 . 

Por lo general, es.o resul.a mas ted.oso que segu.r la demostracion de existencia del simi.rico 
en el Problema 13 . Asl. utilizando el algontmo de la division, encontramos 

1 = + t + + i(t* + « + 1 >(?~** + 8 ) 

Entonces. (t 8 + t + D I U _ W + « + »<* “ 2 < + 2) ' 

dc modo que i<£ 2 + £ + ««* - 2« + 2) = 1 

y asi $(£ J —2^ + 2) es el simetrico pedido. 

Ejemplo 13 : Demostrar que el cuerpo K[x]/(x 2 + 1 ) es isomorfo a C. 

Tenemos «[,]/(, 2 + 1) = K + «.«: «*■. € *)■ Como «*--!. 8 P^i6n 
a„ + a , 4 -» a 0 + a,i 

. B r +i//_» + 11 sobre C. Tenemos, pues, un segundo metodo para cons- 

sr-SEE 5™ .USSr- - — i - N r rSS 

en cambio.'udlizar tal procedim.ento para construir el cuerpo de los numeros reales par. 
de los racionales. 

El Ejemplo 13 ilustra el 

Teorema XX. Si «(*) de grade * ^ 2 es un elemento de *[*]. existe un cuerpo con ^ C ^ , 
en que «(x) tiene un cero. ^ um demostraci6n , vease Problema 14. 

■ u oi <»' HpI Teorema XX a(x) puede o no escribirse como producto de m 

factored de^Iado^no. Stn embargo, si «(*) no se en efcial 

&*rSSSSsssS»*bs:ffl: 

por completo. Vease Problema 15. 
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Problemas resueltos 

1. Demostrar: Sea 9t un anillo con unidad u\ sea 

a(x) = a 0 + a,x + a 2 x 2 + ■ ■ ■ + a„x m e 5?[x] 
bien el polinomio nulo o bien de grado m; y sea 

P(x) = b 0 + f>,x + b 2 x 2 + ■ ■ ■ + ux" 6 ^[x] 

un polinomio monico de grado n. Existe entonces un par de polinomios unico q R (x), r R (x) e 3t[x] 
con r„(x) ya nulo, ya de grado < n tal que 

(i) <*(*) = q R (x) ■ p(x) + r R (x) 

Si a(x) es el polinomio nulo o si n > m, entonces (i) es valida con ^*(x) = z y r„(x) = a(x). 

Sea n =£ m. El teorema es trivial una vez mas sim = 0osim=lyn = 0. Para el caso m = n = 1, tome- 
se a(x) = a 0 + a,x y P(x) = b a + ux. Entonces, 

«(*) = a 0 + a,z = a,(6o + «*) + (<h ~ «il>o) 

y el teorema es cierto con q K (x) = a, y r„(x) - a 0 — a,b 0 . 

Vamos a emplear ahora el principio de induceion del Problema 27, Capitulo 3, pagina 37. Para ello supon- 
gamos que el teorema es cierto para todo a(x) de grado « m - 1 y consideremos a(x) de grado m. Ahora bien, 
y(x) = a(x) - ■ p(x) e&[x] y tiene grado <m. Por hipotesis, 

y(x) = S(x) • /3(x) + r(x) 

con r(x) de grado n - I a lo sumo. Entonces, 

«<*) = y(z) + V " m •/?(*) = (JW + n,*"-*)' p(x) + r(x) 

= QrW'PM + r R (x) 

donde q R (x) = 3(x) + y r R (x) = r(x), como se requeria. 

Para demostrar la unicidad, supongamos 

“(*) = <7r(*) ' p(x) + r„(x) = q' R (x) • 0(z) + rj, (x) 

Entonces. (« R (z) - q' R (*)) • 0(x) = r' R (x) - r R (x) 

Pero r' R (x) - r R (x) tiene un grado que es n - 1 a lo mas, mientras que, al menos que q K (x) - q' R {x) = z, 
(q R (x) - ?k(x)) • 0(x) tiene grado n por lo menos. Asi que q R (x) - q'„(x) = z y entonces r' R {x) — r„(x) « z. lo 
cual demuestra la unicidad. 

2. Demostrar: El resto a la derecha de dividir a(x) = a 0 + a,x + a 2 x 2 + • • • + a m x™ e d([x] por 
x — b, be 3t, es r K = a 0 + a,b + a 2 b 2 + ■ ■ ■ + ajy". 

Considerese 

“(x) - *■„ = a,(* — b) + a 2 (x i -b 1 ) + + o m (x™-6">) 

= (a! + a^x + 6) + • • • + a m (x m_1 + 6x m-2 + • • • + 6 m_l )} • (x — 6) 

= 9r(*) *(*-&) 

Entonces, a(x) = q R {x) • (z — b) + r R 

Segun el Problema 1, el resto a la derecha es unico; luego r R es el resto a la derecha requerido. 

3. En el anillo de polinomios S[x] sobre S, el anillo del Ejemplo 1(d), Capitulo 11, pagina 114, 

(a) Hallar el resto cuando a(x) = cx 4 + dx 3 + ex 2 + hx + g se divide por /?(x) = bx 2 + fx + d. 

(b) Comprobar que / es un cero de y(x) = cx 4 + dx 3 + cx 2 + bx + d. 
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(„) Procederemos como en la divl S1 6n ordinana con una va- 
riacion. Como S es dc caracteristica dos, s + (-r) - .v + r 
para todo .s. / e .9; luego. en el paso «cambiar los signos 
y sumar». sumaremos simplcmenie. 

El reslo es r(.v) = gx + /. 

(ft) Aqul f = c.f > = cf=eyr = '<■ Entonccs 

y(/) = eft + de + c 2 + bf + d 

- d+c+h+f+d — a 

como se pedia. 


cx 2 + hx + b , 

bx 2 + fx + d ) cx 4 + rfx 3 + cx 2 + hx + g 
cx 4 + ex 3 + fx 2 

hx 3 + hx 2 + /n 
Ax 3 + gx 2 + ex 

bx 2 + dx + g 
bx 2 + fx + d 
ax + f 


4 Demostrar el algoritmo de la division enunciado para e! dominio de polinomios f\x\. 

No ,a. Era nccesario que „<*, fuese monico en el Teorema ... pdgina .26. y en su nuevo enunciado para an,- 

llos conmutalivos uniiarios. 

Supongase ahora que a.,). /»<*)« con ft. * a por coelicien.e dominan.e de /»<*). Entonces. como . 
siempre ex.ste en 9 y P(x) ~ b;' • es mon.co, podcmox escnb.r 

«(x) = «'(*)• /»’(*) + r <*> 

= [ 6 „ 1 «'(*)] • [*>» - + r(!c) 

= q(x)’P(x) + r(x) 

con r(.v) polinomio nulo o dc grado inferior al de IHx). 

5. Demostrar: Sea <*(*)€ ^[*j de grado « > 0 y coeficiente dominance £ Si los elcmentos juntos 
^ ^ b m de 9 son ceros de o(x). entonces a(x) - a(x b,)(x 2 ) ■ ■ ■ >- 

Supongase m - 1 de modo .que ot(.v) ■= ax + a, tenga como cero a ft,, por cjemplo. Entonccs. 
aft, + a, = z, a , = aft, y 

„(x) = ax + a, = ax — oft, = a(x-6,i 

El teorema es cicrto para m = 1. * ' '"A ‘ 

Supongase ahora que el teorema es cierto para m - k y eonsiderese degrade k + 1 con ceros ft„ ft, 

ft lM . Como ft, es un cero dc cr(.t), tenemos por el teorema de facton/acton 

o(x) = ?(x) • (x - 6,', 

q(s, = alx - ft 2 )(* - fts) • • • (* _ b * ‘ l) 

Entonces. «(*> = a(x - 6,)(x- ft 2 ) (*~ 6 Pc + i) 

y la demostracion por induccion queda completada. 

6 - 

u , Fntonces y(v) o es el polinomio nulo o es de grado p que con segur.dad no 

Hagamos y(-t) = at(x, - />(-<)• entonccs. mi . nara todo r e 9 Entonces, y(x) = r 

fe C nd° •fm£«r e 0 : , 'que y 1'eorema V„. pdgina .28, , *> - «*> — » 

afirma. 


k 
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7. Hallar el maximo comiin divisor de a(.v) = 6_x 5 + lx 4 — 5.x 3 - 2.x 2 - _x + 1 y p(x) = 6.x 4 — 
5.x 3 - 19.x 2 - 13.x - 5 sobre Q y expresarlo en la forma 

d(x) = s(.r) • a(x) + t(x)-p(x) 

Procediendo como en el problems correspondienle con enteros, encontramos 

o(x) = (x + 2)-p(x) + (24x : ' + 49x 2 + 30x + ll) = q,(x)-p (x) + r,(x) 

1 

P( x ) = 32 < 8a: ~ 23 > ■ r ' (a ' 1 + -32<3x 2 + 2x+ 1) = q 2 {x) • r,(x) + r s (x) 

r,(*) = ~ (256x + 352) • r 2 (x) 

Como rj(.v) no es mdnico. es un asociado del maximo comiin divisor buscado d(x I = .v 2 + f.x + 

De modo que r 2 (x) = /i(x) — < 7 2 (x) • r,(x) 

= /?(*) ~ <r 2 (*) "■*(*) + ItM ’ ■ P(x) 

= ~ 92<*) • <<(*> + (1 + fll(z) • </ 2 <x)) • P(x) 

= - ^ (8x - 23) • «(x) + ^ (8x 2 -lx- 14) • /t(x) 

OO 1 1 

y asi. entonces. d(x) = ^r,(i| = - — (8x - 23) • a(x) + ^ (8x 2 - 7x - 14) • p(x) 

8. Demostrar: Sean los polinomios no nulos a(x) y P(x) de &[x], El polinomio monico 

d(x) = « 0 (*) ‘ «(•*) + *ot*) • P(x), s 0 (x), t 0 (x) e .r[.x] 

de grado minimo es el maximo comiin divisor de a(.x) y flix). 

Considerese el conjunto 

5 = (s(.v) • «(.v) + r(.v) • /J(x): j(x). f(.v)e^[.v]} 

Es claro que este es un subconjunto no vacio de ^[x] y. por tanto, contiene un polinomio no nulo 3(x) de grado 
minimo. Para lodo b(x)eS, tenemos, por el algoritmo de la division, b(x) = t/(x) ■ <3(.v) + r(.x) donde r(.v)eS 
(demostrar esto) o bien es el polinomio nulo o bien tiene grado menor que el de 3(x). Entonces r(.v) = :y fc(x) = 
q(x) • 3(.\) de modo que todo elemento de S es un multiplo de 3(x). Asi, pues, 3(a) | a(.v) y 3(.x) | /?(x). Ademas, 
como 3(a) = J 0 (v) • a(x) + 7 0 (x) • fi(x), cualquier divisor comiin c(.x) de rt(x) y /((a) es divisor de 3(a). Pero si 3(a) 
es monico, es el maximo comiin divisor d(x) de a(x) y /J(a) ; y si no, existiria un elemento inversible v tal que r • 3(a) 
es monico y 3(a) — t> • 3(a) es el maximo comiin divisor buscado. 

9. Demostrar: Sean a(.x) de grado m ^ 2 y p{x) de grado x^2de ^[.x]. Hay entonces polinomios 
no nulos /x(.x) de grado n - I a lo mas y v(x) de grado m — la lo mas en #|.x] tales que 

(c) ix(x) ■ «(x) + v(x) • p(x) = z 

si, y solo si, a(.x) y P(x) no son primos entre si 

Supongase que 3 (a) de grado p 1 cs cl maximo comiin divisor de #(.t) y /?(x) y escribase 
a(x) = « 0 (*)'8(x), P(x) = p 0 (x)-S(x ) 

Es claro que a„(x) tiene grado in-l y p 0 (x) tiene grado s= n - 1. Ademas, 

Poix) ■ n(x) = p 0 (x) -O 0 (x) • 5(x) = a 0 (x) • (/3 0 (x) • 8(x)] = o„(x) • p{x) 
de modo que /?<,(*) • o(x) + (-a 0 (x) • p(x)\ = z 

y se tiene (c) con p{x) = p 0 (x ) y v(.x) = -a 0 (.x). 
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£ verifies (c) con «<*) y fix) pnmos en.re si. Por ei Teorema XV, pagina .31. 


Reciprocamentc, supdngase qu e se verifies (c) con j y p\*j v 

tenemos . . . « r T i 

u = *(.)•«(*) + «*)•/>(*) para ciertos j(.x). »(■' e 


Entonces. 


M (*) = ,,<*)•«(*)•"(*) + ‘ t{x) ‘ /5(l) 

= t{x) [-.(*) */3(*)l + M - t(x) ■ fi{x) 
= fix) [/>(*) * *(*>' “ »(*) 1 S * Z >1 


y Pcro esto es impost .uego « no sc verifies si «<*> y /><*> - — » — * 

• ~ :.-r^sssss 

bicndo «(x) = o * fix) ■ yW *»* fix) o uno o ambos son reducibles 

cnionces o bien fix) y V<x) son polmom'os pnmos_ co ^ g ^ facJores son primos , «. „ene el teore- 

'iSSS «. <*“> 3 - !7 ' “ k pri “- p "“ 

de la demostracion. 

11. Demostrar: E. anillo de pol.nomios sobre el cuerpo * es an anillo 

Paratodopolmomiononuloa(x)e'^[x]definase9W - mdondemeselgradodeaj ^ consjgu iente, 
lienen, respec.ivamente, grades mvn.se sipie que 0(«) -m fifin, 
e(a ■ /j) - 0{a). Pero ya se ha establecido el algontmo de la division. 

a(x) = ?(x| • fix) + r(x) 

donde r(x) o bien es * o de grade inferior al de fix). Asi. pues, o bien r(x) = z o b.en fir) < 0(fi). como se 
afirma. 

,2. Demostrar: El anillo *[x]/(M*» “ntiene an sabanillo isomorfo al caerpo *. 

Sean n. ft elementos dist.mos de * entonces. [a], [ft] son elementos diferen.es de ^[x]/(X(x)» pues.o que 
[a] = [ft] si, y solo si, X(x)| (a - b). de , un su bconjunto de <F[x]/(Mx)), pues es 

M JMSS ****** * ** - “ d “”‘“ r , “ t “ ‘ 

conjunto es un subanillo de ^(x)/(X(x)). 

, 3 . Demostrar: El anillo W» « - «n» A * «*> * W “ “ ^ 

Sapangao, *» M«1 « » <■*—« «*“ '■ E “““ t ” ^ 

tenemos por el Teorema XV, pagina 131, 

u = fix) ■ fix) + X(x) • y(x) para ciertos fix), y(x) e ^[x] 

, , . „ r«/vYl - n?(vVI = Tul Luego. todo elemento no nulo [a(x)] e 

Ahora bien, X(x) | u - .(*) • fix) de modo que .C-gg CJ«' ^ 8 

®rx]/(X(x) tiene simetrico multiplicativo y ^[x]/(X(x» rpo )j x i . u(x) • v(x) donde 

fix), fix) e #Jx] tienen grades pMdmr y' ,aesq . -, = ^ . v(x)] = [X(x)] = [*]. Asi, pues, como 
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14. Demostrar : Si a(x) dc grado m &= 2 es un elemento de &[x\, existe uti cuerpo con C en 
que a(x) liene un cero. 

El teorema es trivial si a(x) tiene un cero en F ; supongase que no es asi. Entonces existe un polinomio prime 
monico A(.v) e i»[.v] de grado n a 2 tal que X(x| | a{x). Como X(x| es primo sobre S'. definase S' 1 = ,^[x]/(X(x)). 

Ahora. por el Teorema XV111, pagina 132. F C 9’ de mode que x(x) e F'[x], Asi que existe i e F' tal 
que X({) = [z], Con lo cual ( es un cero de ot(.v) y F' es un cuerpo que cumple to exigido por el teorema. 


15 . Hallar un cuerpo en el cual x l - 3 e (?[.v] (a) tiene un factor, ( b ) se factoriza completamente. 

Considcresc el cuerpo Q[x\/{x 3 - 3) = {« 0 + «,.{ + « 2 (; 2 : u a , a,, u 2 6 Q) 

(a) El cuerpo asi delinido es isomorfo a 

F' - {a 0 + a,y 3 + o 2 ^9: a 0 , a„ a 2 6 Q( 

en cl cual x 3 - 3 tiene un cero. 

(/>) Como los ceros de x 3 - 3 son ^3. ^3<u, <o 2 , es claro que x 3 - 3 sc factoriza enteramente en 

F" = F'[a>], 

16. Derivar formulas para los ceros del polinomio ctibico a(x) = a 0 + a,x + a 2 x 2 + x 3 sobre C 
si a 0 j= 0. 

La deduccion se basa en dos cambios a nuevas variables: 

(i) Si u 2 = 0, hagase x = y y procedase como en (ii) abajo; si a 2 p 0, hagase x = y + v y elijase v de modo 
que la cubica que resulte carezca del termino en y 2 . Como el coeftciente de estc termino es a 2 + 3t>, la re- 
lacion apropiada es x - y — a 2 / 3. Sea el polinomio resultante 

/?(?/> = o{y ~ « 2 /3) = q + py + V* 

Si q = 0. los ceros de ft(y) son 0, -J —p. —-J — p y los ceros de *(.v| se obtienen disminuyendo cada 
cero de p(y) en a 2 / 3. Si q 0 pero p = 0, los ceros de (l(y) son las tres raices cubicas p, cop, co 2 p (vease Ca- 
pitulo 8) de — q, de donde los ceros de x(x) se obtienen como antes. Para el caso pq i= 0, 

(ii) Hagase y = z - p/1: para tener 

y(z) = 0(z - p/3z) = z 3 + q - p3/27z 3 = * 6 + ~ P 3 /27 

z 3 

Entonces, cualquier cero, s por ejemplo, del polinomio ^(z) = z 6 + qz 3 — p 3 /27daelceroz - p/3z-a 2 /3 
de a(x); los scis ceros de d(z) dan, como se puede demostrar, cada cero de a(.v) dos veces. Escribase 

S(z) - (z 3 + £<q - v? 2 + 4p 3 /27 )] • [z 3 + ^(q + Vq 2 + 4p 3 /27 )) 

y denotense los ceros dc z 3 + J(q - \/q 2 + 4p 3 /27 ) por A,coA,co 2 A. Los ceros de ot(.v) son entonces: 
A — p/3/4 - flj/3, u)A — v/p/lA - a 2 / 3, y co 2 A - cop/3A - a 2 / 3. 

17 . Hallar los ceros de a(x) = — 1 1 — 3.v + 3x 2 + x 3 . 

La sustitucion x = y - I da 

P(y) = a(v-l) = — 6 — 6y + y 3 

A su vez. la sustitucion y - z + 2/z da 

y(z) = p(z + 2/z) = z 3 + 8/z 3 — G = * ~ « z= ~ 2 >f ~ 4 > 

Tomese A = x 3 /2; entonces los ceros de a(x) son 

\Jl + VI — 1 , + u ! \fi — 1 , u 2 \/2 + u efi — 1 

El lector demostrara ahora que. salvo el orden, estos ceros se obtienen tomando A = N J /4. 
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18. Obtener un procedimiento para hallar los ceros del polinom.o de cuarto grado 

a (x) = do + a t x + a 2 a; 2 + a 3 x 3 + x* € C[x), si a 0 ^ 0. 

Si a, $ 0, h4gase x = y - ai 1/4 para obtener 

m = c(y- 0 3 /4) = bo + b l v + h 2 !/ 2 + V 4 

Ahora bien, P (v) = <P + 2 9! / + v 2 )(r - 2,„ + p 2 ) 

= pr + 2q(r - p)y + (r + p - 4« 2 )p 2 + V 4 

siempre que existan p,q,reC que verifiquen 

pr = b 0 , 2q(r — p) = 6„ r + p - 4q' 2 = b 2 

Si A, -= 0, tdmese q = 0; si no, con ^ 0, se halla 

2p = 6 2 + - 6,/2q y 2r = b 2 + iq 2 + b,/2« 


Como 2p • 2r 


■ 4A 0 , tenemos 
(i) 64q 6 


326 2 q 4 + 4(b| — 4ft 0 )q 2 — b 2 = 0 


Asi oue considerando el primer miembro de (i) como un polinomio de tercer grado en q\ cualquiera de susceros 
distinto de 0 dara la factorizacion pedida. Entonces, con los cuatro ceros de «y), los ceros de «(x) se obt.ene 
disminuyendo cada uno de estos en a 3 / 4. 


19. Hallar los ceros de a(x) = 35 - 16x - 4.x 3 + x 4 . 

Con a = y + 1, obtenemos 

P(y) = '■(V + 1) = 16 - 24p - 6 y 2 + y 4 

Aqui, (i) del Problema 18 se convicrte en 

64<j 6 - 192<f - 112? 2 - 576 = 16(q 2 - 4)(4<j 4 + 4q 2 + 9) = 0 
Tomese q = 2; entonces p = 8 y r = 2 de manera que 

16 - 24 v - 6j/ 2 + y 4 = (8 + 4 y + y *)( 2 - 4y + p 2 ) 

con ceros -2±2iy2±j2. Los ceros de «(x) son - 1 ± 21 y 3 ± Jl. 


Problemas propuestos 

20. Dar un ejemplo de dos polir*mios en x de grado 3 con coefic.entes enteros y cuya sums sea de grado 2. 

2 1. Hallar la suma y producto de cada par de polinomios sobre el anillo de coeficientes indicado. (Para comodidad, 

se han remplazado [a], [A] P°r a,b ) 

(a) 4 + x + 2x 2 , I + 2x + 3x 2 ; Z/( 5) 

(A) 1 + 5.V + 2x\ 7 + 2x + 3x 2 + 4x 3 ; Z/(8) 

(c) 2 + 2x + X 3 , 1 + x + X 2 + x 4 ; Z/( 3) 


Resp. (a) 3x; 4 + 4x + x 2 + 2x 3 + x 4 

’ (C) X 2 + X 3 + x“; 2 + X + X 2 + X 7 
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22. En el anillo de polinomios S[.t] sobre S, el anillo del Problema 2. Capilulo 10. pagina 108, comprobar: 

(a) (i + gx + fx 2 ) + id + gx) = c + ex + fx 2 

( b ) ( b + gx + fx 2 )id + cx) = b + .ix + cx 1 + bx 3 

(r) ib + gx + fx 2 ){d + cx) = b + cx + bx 2 

id) f + bx y e + ex son divisores de eero 
(e) c es un cero de / + cx + fx 2 + ex 3 + dx‘. 

23. Dados a(.r), /f(.v), y(.r)e ,9*[.v] con coeficicmcs dominanles rcspectivos a, b, c y supuesto a(.v) = fiix) ■ ’/(a), de- 
moslrar que a(.v) = a ■ fl’ix) • y'(.x) con /i'(.v) y •/'(.«) polinomios monicos. 

24. Demosirar que !dl[x] no es un cuerpo para cualquicr dominio de inlegridad S*. 

Sugerencia. Sea j(i)s9[.v] de grado > 0 y supongase que /tUI e 3[.v] es un simetrico mulliplicalivo de x(x). 
Enlonces a ix) ■ IHx) liene grado > 0. una contradiccion. 

25. Factorizar en produclos de polinomros primes sobre (i) Q, lii) R. (iii) C. 

(a) v 4 - I |c) 6.v 4 + 5.v 5 + 4,v ! - 2.v - I 

(/>) ,v 4 - 4.V 1 - .r + 2 id) 4.V 5 + 4.v 4 - I3.r’ - I l.v* + lO.v + 6 

Resp. (a) (.t - 1 )(.v + 1 )(.v 3 + 1 ) -sobre Q. R. (,t - l|(.v + 1 )(.v - i)(x + i) sobre C 

id) ix - I )(2t + 1 )Qx + 3)ix 2 - 2) sobre Q. <jr - I )(2.v + I )(2.v + 3)(.v - Jl)ix + Jl) sobre R, C 

26. Factorizar en productos de polinomios primos sobre el cuerpo indicado. (Vease nota al Problema 21.) 

(a) x 2 + I; Z/( 5) (c) 2.v l + 2x + 1; 2/(5) 

ib) x 2 + x + I ; Z/( 3) id) 3.v 3 + 4 a- 2 + 3; 2/(5) 

Rcsp. (a) (,t + 2)ix + 3). id) ix + 2) 2 (3.v + 2) 

27. Factorizar a - 4 - 1 sobre (n) 2/(11). (6) 2/(13). 

28. En id) del Problema 26 obtcncr tambidn 3.v 2 + 4.v 2 + 3 - (.v + 2)(.r + 4)(3.v + I ). Explicar por que csto no 
contradice al teorema de (actorizacibn (mica. 

29. En el anillo de polinomios S[.v] sobre S', el anillo del Ejemplo IW). Capitulo 11. pagina 114. 

(o) Demostrar que bx 2 + ex + g y gx 2 + dx + b son polinomios primos. 

ib) Factorizar hx* + ex' + cx 2 + h. 

Rcsp. ib) ibx + b)icx + £)(£* + d)ilix + <■). 

30. Hallar todos los ccros sobre C de los polinomios del Problema 25. 

31. Hallar todos los ceros de los polinomios del Problema 26. Rcsp. (a) 2.3; id) 1.3,3 

32. Hallar todos los ceros del polinomio del Problema 29(6). Rcsp. h.c.f.d 

33. Enumerar los polinomios de la forma 3.v 2 + cx + 4 que son primos sobre 2/(5). 

Rcsp. 3-t 2 + 4, 3 a- 2 + x + 4, 3.v 2 + 4.v + 4 

34. Enumerar todos los polinomios de grado 4 primos sobre 2/(2). 

35. Demostrar los Teorentas VII, IX y XIII. 

36. Demostrar: Si a + b^fc con a.b.ceQ y si no siendo C un cuadrado perfecto es un cero de a(.v)sZ[.v], 
tambien lo es a — b s fc. 
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38. Formar polinomios a(.v) e Z[x\ de minimo grado que tengan entre sus ceros: 

(«) ,/5 y 2 (c) I y 2 + 3^/5 (e) I + i de multiplicidad 2 

( b ) i y 3 . (d) -1 + i y 2- 3/ 

Kesp. (a) * 3 - 2x* - 3.v + 6, (</) x 4 - Zr 3 + 7.x 2 + 18* + 26 

39. Verificar quc el polinomio minimo de v /3 + 2/ sobre £ es de grado 2 y sobre Q es de grado 4. 

40. Hallar el maximo comun divisor de eada par a(x), flx) sobre el anillo de coeficientes indicado y expresarlo en 
la forma .v(.v) ■ or(.x) + f(.x) • /?(.x). 


(a) *5 + x 4 - *3 - 3* + 2. x 3 + 2x 2 - x - 2 ; Q 

(b) 3x 4 - 6x 3 + 12*2 + 8x - 6, x 3 - 3x 3 + 6x - 3 ; Q 

(c) x 5 - 3ix 3 - 2i*2 - 6. *2 _ 2i ; C 

((f) jj + 3x3 + *2 + 2x + 2, x 1 + 3x 3 + 3x 2 + * + 2 ; Z/( 5) 

(r) x 5 + X s +■ x, x 4 + 2x 3 + 2x ; Z (31 

(/) CI 4 + + qx 3 + yx + e. s* 3 4- ftx 3 + </* + S ; s del Ejcmplo !«/). Capitulo 11. pagina 114 

Kcsp. (6) ^-(37x2- 108x + 177) • a(x) + ^(-lllx 3 + 213x 3 - 318* - 503) • /}(*) 

(d) (x + 2) • a(x) + (4x2 + x + 2) • p(x) 

(/) (px + b) •<>(*) + (ex 3 + bx + e) • P(x) 


41. Demostrar el Teorema XVII. pagina 132. 

42. Demosirar que .odo polinomio de grado 2 de *[*] del Ejemplo 11. pagina 133, se descompone comple.amen.e 
en factores cn ^[x]/(x 2 + D dando los factores. 

Respues, a partial. x 3 + 1 = (* + £)(* + 2(); x 3 + x + 2 = (* + £ + 2)(x + 2£ + 2); 

2x 3 + x + 1 = (x + £ + 1)(2* + £ + 2) 

43. Estudiar el cuerpo g[x]/(* J - 3)- <V4ase Ejemplo 10, pagma 133.) 

44 Hallar el sime.rico multipl.cativo de * 2 + 2 en (a) Q[*]/(* 3 + * + 2), (W^M/(** + x + 1) si * = Z/(5) ' 
Resp. (a) id - 2s' - * 2 ), (*) «« + 2) 
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ENTRODUCCION 

En este capi'tulo se define y estudia un tipo de sistema 
algebraico llamado espacio vectorial. Antes de hacer una 
definition formal, recordemos que en la fisica elemental 
hay que tratar con dos tipos de cantidades: (a) escalares 
(tiempo, temperatura, rapidez) que tienen magnitud sola- 
mente y ( b ) vectores (fuerza, velocidad, aceleracion) que 
tienen magnitud y direction, que se representan frecuente- 
mente por flechas. Por ejemplo, considerese en la Fig. 13-1 
un piano dado en el cual se ha establecido un sistema de 
coordenadas rectangulares y un vector £, = OP = (a, b ) 
que una el origen a! punto P(a, b). La magnitud de £, (lon- 
gitud de OP) viene dada por r = yja 2 + b 2 y la direction 
(el dngulo 0, siempre medido a partir del eje positivo x) 
la determina cualquiera de las relaciones sen 0 = b/r, cos 
0 = a/r, tg 0 = b/a. 

Entre estos vectores se definen dos operaciones: 

Multiplicacidn escalar. Sea el vector £, = ( a , b) que representa una fuerza aplicada en O. El pro- 
ducto del escalar 3 y el vector £, definido por 3£, = (3a, 3 b) representa una fuerza aplicada en O que 
tiene el sentido de £, y tres veces su magnitud. Analogamente, -2c, representa una fuerza aplicada 
en O que tiene dos veces la magnitud de £,, pero de sentido opuesto al de £,. 

Adicibn vectorial. Si £, = (a, b) y £ 2 = (ti d) representan dos fuerzas aplicadas en O, su resul- 
tante < (la fuerza unica aplicada en O que tiene el mismo efecto que las dos fuerzas y <J 2 ) es dada por 
{ = {, + 4 2 = (a + c, b + d) obtenida por la ley del paralelogramo. 

En el ejemplo anterior es evidente que todo escalar se Ry todo vector £ e R x R. No puede haber 
confusion al utilizar (+ ) para denotar tanto la adicion de vectores como la de escalares. 

Dendtese por V el conjunto de todos los vectores del piano (es decir, V — R x R). Ya que V tiene 
un elemento neutro o cero f = (0, 0) y todo £ = (a, b) e V tiene un simetrico aditivo u opuesto -£ 
= (—a, - b)e V tal que £ + ( — £) = (, V es un grupo aditivo abeliano. Ademas, para cualesquiera .v, 
t 6 R y £, rj e V, se verifican las propiedades siguientes: 

S(( + >;) = Si + S17 (s + <)| = s£ + t£ 

»(«) = (st)$ U = i 

Ejemplo 1: Considerense los vectores { = (1,2), n = (j, 0), a = (0, -3/2). Entonces, 

(а) S( = 3(1,2) = (3,6), 2v = (1,0), y 3? + 2» = (3,6) + (1,0) = (4,6). 

(б) { + 2, = (2, 2), , + O = 4, -3/2), y 5({ + Zv) - Mv + *) = <8, 1«>- 
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ESPACIOS VECTORIALES 

sobre .9 si, siendo u la umdad dc & , se tiene, 


(i) *({ + v) = ^ + Sl > 

(ii) (s + m = »« + f l 


(iii) 


s(«i) = (st)i 

Mi = I 


■» vectores, ni so. — -.id.de, ,.e se p.ed„ 

representar por flechas. 


Ejemplo 2: (a) 


„ ® _ d v M — K, (R) = {<«„*,): «„ u 2 € «i con adicidn y multiplicacidn escalar 

deflnidas por 


»£ 


t + , = (o„a 2 a„) + (i>i, l>2, • • • . *>n) 

= (a, + &i, a 2 + & 2 » • • • > a n "b ^ti). 

= a{o„a 2 , sa » ) ’ 


{.-I 6 V„(R) 

ies, {£ v n (R) 


(*) 


(c) 


Entonces k', (/?) es un espacio vectorial sobre R. 

Sca # = fiy E.(C) = {(«..«, *>: a i 6 C) con adicidn y mul.iplicacidn escalar 

como cn (a). V, (C) es un espacio vectorial sobre R. 

. ■ „ 1 / _ Jirr »- l el dominio dc polinomios en x sobre 9 y de- 

n^.a U Xr y Ta a Su»Scacrdn eU.ar como -a adicidn y multiplied ordinanas 
en V\_x\ Entonces V es un espacio vector.al sobre » . 

Sean , un cuerpo con elenrento cero 

^-1 taf LTeyes distributivas (i) y (ii), encontramos para todo ,e f y l* V, 

sf + z{ = (s + z)i = si = Si + { 
si + sf = s(f + {) = sf = si + { 

LUeg Enuncr a io y s ell propiedades junto con otras Q ue cstab.ecerd e. lector, cotno 
Teorema I. En un espacio vector, a, V sobre * con z, e. e.etnento cero de ^ y C e, elemento cero de V, 
tenemos 


(1) sf = f P ara t01 ^ 0 s e ^ 

(2 ) z£ = l para todo f e V 

(3) (_^ = i(-f)= -(sf) para todo se9 y 

(4) Si .vf — f, es s = z o f = ( 


fe V 


SUBESPACIO DE UN ESPACIO VECTORIAL 


D£dOi nviv/ A'*' * 

« SSS. SttZ- Si" 
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Teorema II. Un subconjunto no vacio U de un espacio vectorial V sobre S' es un subespacio de V si, 
y solo si, U es cerrado con respecto a la multiplication escalar y la adicion vectorial de- 
finidas sobre V. 

Para demostracion, vease Problema 1. 

Ejemplo 3: Consideresc cl cspacio vectorial V - V 3 IK) «= {(a, b. c ): a.h.ce R) sobre R. Por cl Teo- 

rema II, el subconjunto U - {(a, b, 0): a. b e R| es un subespacio de V pucsto que para todo 
s e R y (a, b, 0), (c, d, 0) 6 U tenemos 

(«, b, 0) -I- (c, d, 0) - (a + c, b + <f, 0) £ V 

y s(a, 6, 0) = (so, sb, 0) £ U 

En el Ejemplo 3, V es el conjunto de los vcctorcs del espacio ordinario en tanto que U es el conjunto 
de dichos vectores que est&n en cl piano XOY. Analogamente, W = {(o, 0, 0) : a e R} es el conjunto 
de los vectores sobre el eje X. Evidentemente, W es un subespacio tanto de U como de V. 

Sea {!,{ (.El'un espacio vectorial sobre Se entiende por combination lineal de estos m 

vectores el vector £ e V dado por 

£ = 2 c,f, = e t i, + cj 2 + ••• + cj m , c. GW 

Consideremos ahora dos de tales combinaciones lincales V y 2 </,£;. Como 

2 c i£[ + 2 d.i ( = 2 ( c , + 

s 2 C cf = 2 ( sc i)£i 

y, para todo seS*’, 
tenemos, por el Teorema 11, 

Teorema m. El conjunto U de todas las combinaciones lineales de un conjunto arbitrario .S’ de vec- 
torcs de un espacio (vectorial) V, es un subespacio de V. 

El subespacio V de V definido en el Teorema III se dice generado por S’. A su vez, los vectores dc 5 
se dicen generadores del espacio U. 

Ejemplo 4: Considerese el espacio V 3 ( R ) del Ejemplo 3 y los subespacios 

V = (#(1,2,1) + f(3, 1,5) : s,t 6 «} 

generado por {, = (1, 2, 1) y £ 2 = (3, I, 5) 

y W = {a<l,2, 1) + 6(3, 1,5) + c(3,-4,7) : a,b,c £ R) 

generado por {„ y £ 3 = (3, -4,7) 

Decimos ahora que V y W son subespacios idcnticos dc V. Pucs como (3, -4. 7) = 
-3(1, 2, I) + 2(3, 1, 5), podemos cscribir 

W = {(o-3c)(l,2,l) + (6 + 2e)(8,l,5) : a,b,c £ R) 

= {#'(1,2,1) 4 ('(3,1,5) : £ «} 

= U 

Sea U={k l £ l + k,£ 2 + ■ ■ ■ + k m £ m : 6 

el espacio generado por S = {{|, i 2 , . . ., £ m }, un subconjunto de vectores de V sobre S'. Como t/con- 
tienc cl vector cero ( e V (^por que?); cntonces, si ( e 5 se le puede excluir de S, con lo que queda un 
subconjunto propio que tambien genera a U. Adcmas, como lo indica el Ejemplo 4, si algun vector, £ jt 
por ejemplo, de S se puede cscribir como combinacion lineal de otros vectores de 5, entonces £j puede 
excluirse tambien de S y los vectores que quedan tambien generan a U. Lo cual plantca el problema 
sobre el minimo numero de vectores necesarios para generar un cspacio dado U y la propiedad carac- 
teristica de un tal conjunto. 


Vease tambien Problema 2. 
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DEPENDENCE LINEAL 

■ c , , , Mde vectores de un espacio vectorial V sobre ^ se dice 

Un conjun.o no vaaoJ ^l^ C^o - ^ elementos *„ k 2 , de no todos .guales 

linealmente dependienle sobre 
a z, tales que 


2 k* = fc .«. + 


= £ 


Kjemplo 5: 


M de vectores de K sobre * se dice /teotofft/t 
Un conjunto no vacio i - tCn <> 2 > ■ ■ •» '="< 
dienie sobre ^ si, y solo si, _ 

2 fc.| ( = fc,4, + + • • • + M. - « 

implica que todo k, = z. hre jf»- ademas, por «es- 

M>to. Una vez fijado el cuerpo 9 se omitira en l o > g y analogamente para V „(«)■ 
pacio vectorial V A Q», “lender™ el S i hto da a 0 cnn, scn.ido siem- 

- “" p ° 0 de "" v “’° r “ 

P,d0 ' w U, ^ { . - ri. , !, - <3. 1. 3) « ‘ 

— >, ♦ * - *. ♦ A V 

eion k, = -3it 2 y sustituycndo en la segunda, se uene ok 2 

k '~ ~ ikl £ = ,3 i 5) y 4, =* (3. - A 7 ) son linealmente depen- 

[ b ) Los vectores £ x — 0*2, 1), <2 \ * » 

dientes, pues 34, - 24 2 + 4 3 =■ °- 

Se tiene, en consecuencia, ,, , M de K sobre & es el vector 

t~~ iv - Ss^-4— ■ 

■*— v - Z&Z ", S2* TO " como com ‘ 

binacion lineal de los vectores 4„ {». ■ para 'u„ a demostracion, vease Problema 3. 

. un coniunto de vectores linealmente independientes es 
Teorema VI. Todo subconjunto no vacio de un conju 

Para una demostracion, vease Problema 4. 

Elemp .0 6: En el conjunto 5 = 4, W « **"«*> *>{. % ] * ?%££ 2S- 

EiemP, ° mientras que 4, = % - X.- "Jf 11^“ independientes (demos.rarlo), 

mente mdependiente de 5. Pero . es Iamb „; n un subconjunto mAxuno 

en tanto que 4 2 - r(4j + Xi). * j = [ 4 , 4,1 es otro subconjunto semejante. 

n. ri r, sen.,, d — o espacio ,«e * 


CAP. 13] 


ESPACIOS VECTOR1ALES 


147 


BASES DE UN ESPACIO VECTORIAL 

Un conjunto 5 = {£,, £ 2 , . . ., £„} de veclores de un espacio vectorial V sobre F se dice una 
base de V si: 


(i) S’ es un conjunto linealmentc independiente, 

(ii) los vectores de S generan a V. 


Definanse los veclores unitarios de V„(F) como sigue: 


«, = [u, 0, 0, 0, 

..., 0 , 0) 

< 2 = (0, u, 0, 0, 

. . .. 0 , 0) 

= (0, 0, u, 0, 

....0.0) 

<„ = (0,0, 0,0, 

• • •, 0, u) 


y considerese la combinacion lineal 

i = a,e, + a 2 e 2 + ■ ■ ■ + <J„e„ = (a,, a 2 , a„), a,eF (/) 

Si £ = C. entonces a, = a 2 = ■ ■ • = a„ = z; de modo que E = {«,, e 2 , . . «„} es un conjunto lineal- 
mente independiente, Asi que si f es un vector cualquiera de V„(F), entonces (/) lo expresa como com- 
binacion lineal de los vectores unitarios. De modo que E genera a V„(F) y es una base. 

Ejemplo 7: Una base de ( R ) es la base unitaria 

E = {(1,0,0,01, (0, 1,0,0), (0,0, 1,0), (0,0, 0,1)} 

Otra base es 

F = {{1.1, 1,0), {0,1, 1,1), (1,0, 1,1), (1,1, 0,1)} 

Para demostrar esto, considerese la combinacion lineal 

{ - o,(l. 1,1,0) + a 2 (0, 1.1,1) + c 3 (l, 0,1,1) + a 4 (l, 1,0,1) 

= (a, r oj + o. t , a|T«j + » 4 , a, + a 2 4- a s , a. 2 + a ; , + o. 4 ) ; a, £ R 
Si c es un vector cualquiera ( p,q,r,s)e P 4 (7?), hallamos que 

a, = (p + 9 + r - 2s)/3 o 3 = (p + t + s - 2<2)/3 

«2 = <9 + r + s — 2p)/3 o 4 = (p + 9 + s — 2r)/3 

Asi que F es un conjunto linealmentc independiente {demuestrese) y genera a P' 4 (R). 

En el Problema 6 se demuestra el 

Teorema VUI. Si S = {{„ f 2 , . . ., Z m ] es una base del espacio vectorial V sobre F y T = {t/,. q 2 , 
. . . , q n } es cualquier conjunto linealmentc independiente de vectores de V, enton- 
ces n es m. 

Como consecuencias tenemos 

Teorema IX. Si S = {£,, ( 2 es una base de V sobre F, entonces cualesquicra m + 1 vec- 

tores de V forman neccsariamentc un conjunto linealmentc dependiente. 

y 

Teorema X. Todas las bases de un espacio vectorial V sobre F ticncn el mismo numcro de ele- 
mentos, 

El numero definido en el Teorema X se llama dimension de V. Es evidente que dimension, como 
se define aqui, implica dimensibn finita. No todo espacio vectorial tiene dimension finita, como se ve en el 
Ejemplo 8: (a) Por el Ejemplo 7 se siguc que V t (R) tiene dimension 4. 

[h] Considerese V = ja 0 + a,x + a 2 x 2 + a s x 3 + a 4 .v 4 : a, e /?} 

Es claro que B - {I, x, x 1 , x 3 , x*) es una base y que V tiene dimensidn 5. 

(c) El espacio vectorial V de todos los polinomios en x sobre R no tiene base finita y, por tan- 
lo, carece de dimension. Porque supdngase que B. formado de p polinomios linealmentc 
independientes de V de grados ^ q, fuera una base. Como ningun polinomio de V de 
grado > q puede ser generado por B, no es esta una base. Vease Problema 7. 
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SUBESPACIOS DE UN ESPACIO VECTORIAL 

Sea P de dimension n, un espacio vectorial sobre J 7 y U, de dimension m < n del cual B = {£,, 
? . . £ } es una base, un subespacio de V. Por el Tcorema Vlll, solo m de los vectores umtarios de P 

puedcn exprcsarse como combinaciones lineales de los clementos de B\ luego existen vectores de P que 
no estan en U. Sea i?, uno de esos vectores y considerese 

*,{, + k 2 i 2 + • • • + kj m + kr, x = C, k,,ke& (2) 

Ahora bien, k = z, pues si no, con k~' eF, 

- k ' ~ 2 - • • • - kJJ 

y ti e U en contra de la definition de »/, . Con k = z, (2) exigc que todo k, = z puesto que B es una base, 
y asi hcinos deniostrado el 

Teorema XI. Si B = {£„ <U cs una base de (7 C P y si »?, e P pero »/, * U. entonces 

B U {'ll} es un conjunto linealmente independiente. 

Si en el Tcorema XI, m + 1 = n, la dimension de P, B y = B U {rj,} es una base de V,tim + 1 < «, 
S, es una base de cierto subespacio U t de P. En este caso, hay un vector tj 2 de P pero no de U x tal que 
cl espacio U 2 que tiene por base B U {Vi, >h'i ° bien es P o esta propiamente contemdo mV,.... Con 
lo que se obtiene el 

Teorema XII. Si B = {<?,, £ 2 q m } cs una base de U C V de dimension n. existen vectores t\ u 

n2 n„. m en P tales que 8 U|m 2 '/n-m} es una base de V. 

Vease Problema 8. 


Sean U y VP subespacios de P. Definidos 

U n W = U: I £ U, f e W} 

(7+ VP = ({ + ,: fGt/.vePV) 


y dejamos al lector la demostracion de que cada uno de eslos es un subespacio de V. 


Ejemplo 9: 


Considerese V = P 4 (3?) sobre R con vectores uniiarios e,, t 2 . e 3 , e 4 como en el Ejemplo 7. 
Sean 

U ~ {a,<, + a. 2 t., + o 3 s :l : a, S fl) 

y W = lfc,<o + (ijf.T + b 2 f 4 : (q £ R) 

subespacios de dimension 3 de V . Es claro que 

{/ n W = + e 2 f S : C| S K) , de dimension 2 

y 17 + VP =S {a,!, + a.,,., + a 3 «3 + b l«2 + b i‘H + b JU '■ a f b i e 

= + d-2<2 + rfj«s,+ rf 1*4 : d| € R) = V 


El Ejemplo 9 ilustra el 

Teorema XIII. Si U y VP, de dimensiones r^nys^n rcspectivamente, son subespacios de un es- 
pacio vectorial P de dimension n y si U C W y U + VP son de dimensiones p y t res- 

pcctivamente, entonces t = r + r - p. , , 

Para una demostracion, vease Problema 9. 


ESPACIOS VECTORIALES SOBRE R 

En esta seccion limitaremos nuestra atencion a cspacios vcctoriales V = V„(R) sobre R. Se hace 
esto por dos razoncs: (1) nuestro estudio tendra apiicaciones en geometria y (2) de todos los cuerpos 
posibles, R presenia el minimo de dificultades. 
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Considerense en V = V 2 {R) los vectores < £ = (a,, a 2 ) 
y ij = (/>,, b 2 ) de la Fig. 13-2. La iongitud |?| de £ viene 
dada por |<f;| = + a\ y la Iongitud de tj por |t/| = 

Jb\ + b\ . Por el teorema del coseno tenemos 


cos 6 = 


If - v \ 2 = If I 2 + hi 2 - 2 |f| • |tj| cos i 


de donde 


( a i + cf) + (6 2 + bl) - [(a. - b,) 2 + (a, - ba) 2 | 


d\bi + dzbz 

Ifl-W 


La expresion para cos 0 sugiere la definition del producio 
escalar (o producio interno) de £ y r\ por 

f • i) = di&i + Oib-i 



Fix- 13-2 


Con lo que |f| - VT^I, cos 0 — ^ , y los vectores £ y r\ son onogonales (es dccir, perpendiculares 

entre si, de modo que cos 0 = 0) si, y solo si, £ • i; = 0. 


En el espacio vectorial V — V„(R) dcfinimos para todo £ - (a,, a 2 , . . ., a„) y t] = (h t , b 2 , . . h„), 

£ • 1) = ^ a ‘b‘ — + • - - + 

in = Vfi = + «i + • ■ • + 

De aqui se deduce 

(1) s<J| = |s| • |£| para todo £ e V y todo se R 

(2) £\ 0, la igualdad se verifies solo cuando £' = 0 

(3) £ • »j| as |{ ■ \tj\ (Desigualdad de Schwarz) 

(4) { + »j| s£ £| + |i/| (Desigualdad triangular) 

(5) £ y q son ortogonales si, y solo si, £ • r\ = 0. 

Para una demostracion de (3), veasc Problema 10. 

Vcanse tainbifen Problemas 11-13. 

Supongase que en K„(/?) el vector 17 es ortogonal a cada uno de los £,, £ 2 , ■ ■ £ m . Entonces, como 
>1 ■ fi = n ■ ti = ••■ = »/• Zm = 0. tenemos n ■ (c,£, + c 2 £ 2 + • • • + c m £J = 0 para cualesquiera 
c, 6 R y hemos demostrado el 

Teorema XIV. Si en V„{R) un vector r/ es ortogonal a todo vector del conjunto {£„ £ 2 , • ■ ■ > ( m }> •) es 
ortogonal a todo vector del espacio generado por este conjunto. 

Vease Problema 14. 


TRANSFORMACIONES LINEALES 

Transformation lineal de un espacio vectorial V(&) en un espacio vectorial W{&) sobre el mismo 
cuerpo & , es una aplicacion T dc V{&) en W(&) tal que 

(i) (£i + £j)T = £ S T + £jT para cualesquiera £„ £j e V(^) 

(ii) (s£,)T = s{£ t T) para cualesquiera £,e V(&) y s e & 

Limitaremos nuestra atencion aqui al caso W( &) = F(J» ), es decir, al caso en que T es una apli- 
cacion de ViP) en si mismo. Como la aplicacion preserva las operaciones de adicion vectorial y multi- 
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plicacion escalar, una transformacion lineal de V(&) en si mismo, o bien es un isomorfismo de V(&) 
sobre V(&) o bien un homomorfismo de VIS-) en V{S-). 

Ejemplo 10: En geometria analitica plana la conocida rotation de ejes un angulo a es una transformacion 
lineal 

T : (x, y) -» (x cos a — y sen a, x sen a + y cos a) 

de V 2 (R) « n si mismo. Como elementos distintos de V 2 IR) tienen distintas imagenes y todo 
elemento es una imagen (demostrarlo), T es un ejemplo de isomorfismo de V(R) sobre si 
mismo. 

Ejemplo 11: En V 2 (Qj considerese la aplicacion 

T\ (a, b, c)-* (a + b + 5c, a + 2c; 2b + 6c), la, b, c) e V 3 ( Q ) 

Por (a, b, c), Id, <•,/) 6 V 3 IQ) y s e Q, tenemos 

(i) (a, b, c) + Id, e,f) = {a + d, b + e, c + f) — 

(a + d + b + e + Sc + 5f, a + d + 2c + 2/, 2b + 2c 4 6c + 6/j 

= (a + b + 5c, a + 2c, 2b + 6c) + (d + e + 5/, d + 2 f, 2e + 6/) 
es decir, [(a, b, c) + (d, e,fj]T = (o, b, c)T + (d, e,f)T 

y 

(ii) ,s(a, b, c) = (sa, sb, sc) -» (sa + sb + 5 sc, sa + 2sc, 2 sb + 6sc) 

= s(a + b + 5c, a + 2c, 2b + 6c) 
es decir, [i(a, b, c)]r = i[(a, b, c)T] 

Asi que T es una transformacion lineal sobre (Q) 

Como (0, 0, I ) y (2, 3, 0) tienen la misma imagen (5, 2, 6), esta transformacion lineal 
es ejemplo de un homomorfismo de V 3 IQ) en si mismo. 

La transformacion lineal T del Ejemplo 10 se puede escribir como 

x(l, 0) + y(0. 1) -* x(cOS a, sen a) + y(- sen a, cos a) 
lo que sugiere que T puede darse como 

T: (1, 0) -* (cos a, sen a), (0, 1) -» (— sen a, cos a) 

Asi tambien, T del Ejemplo 11 se puede escribir como 

a(l, 0, 0) + b( 0, 1, 0) + c(0, 0, 1) -» a(l, 1, 0) + b{ 1, 0, 2) + c(5, 2, 6) 
lo que sugiere que T puede darse como 

T : (1, 0, 0) — (1, 1,0), (0, 1.0)-> (1,0, 2), (0, 0, 1)-* (5, 2, 6) 

De lo que se infiere: 

Toda transformacion lineal de un espacio vectorial en si mismo se puede describir completamente 
expresando el efecto que produce en los vectores unitarios de base del espacio. 

Vease Problema 15. 

En el Problema 16 se demuestra la propiedad mas general 

Teorema XV. Si {£,, < 2 , . . ., £„} es cualquier base de V = V{^) y si {if,, q 2 , ■ ■ ■> 'b.} es cualquier 
conjunto de n elementos de V . la aplicacion 

T: -* r,„ (/= 1,2 if) 


define una transformacion lineal de V en si mismo. 
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En el Probleraa 17 demostramos el 

Teorema XVI. Si T es una transformation lineal de V(&) en si mismo y si W es un subespacio dc 
V(!F), cntonces W T = {^T:^e IV], la imagen de W por T, es tambien un subes- 
pacio de V{&). 

Volviendo ahora al Ejemplo 11, observamos que las imigencs de los vectorcs unitarios dc base 
dc y$(Q ) son linealmentc dependientcs, es decir, que 2t, 7" + 3 t 2 T - t } T = (0, 0. 0,). Asi, pues, V T Q V; 
en efecto, como (1, 1, 0) y (1, 0, 2) son linealmente independientes, V T tiene dimension 2. Si dcfinimos 
la caracterislica (o rango) de una transformation lineal T de un cspacio vectorial V como la dimension 
del espacio imagen V T de V por T, tenemos por el Teorema XVI, 

r T = caracterislica de T -= dimension de V 

Cuando vale la igualdad, diremos que la transformation lineal T es regular ; si no, que T cs singular. 
Asi que T del Ejemplo 11 es singular de caracterislica 2. 

Considerese ahora la transformation lineal T del Teorema XV y supongase T singular. Como los 
vectores imagen ij, son entonces linealmente dependientes, hay eiementos v, e ,F, no todos 2 , tales que 

2 s i7i = £• Entonces, para £ = 2 sL, tenemos = £. Reciprocamente, supongase q = 2 54 £ y 

vT = 2 (t£,)T = tfcT) + t&T) + ■ • • + tJ$T) = f 

Entonces los vectores imagen (, { T, (i = 1,2,..., n) deben ser linealmente dependientes. Hemos de- 
mostrado asi el 

Teorema XVII. Una transformacion lineal T de un espacio vectorial V{.°s ) es singular si, y solo si. 
existe un vector no nulo £ 6 V(&) tal que c,T = t. 

Ejemplo 12: Para cada una de las siguientes transformaciones lineales de (Q) en si mismo, determinar 
si es o no singular. 

- (1,1, 0,0) e, - (1,1, 0,0) 

U - (0.1. 1.0, U - (0. 1.1.0) 

•a - (0,0, 1,1) ' ' , 3 - (0,0, 1,1) 

£, - ( 0 , 1 , 0 , 1 ) [« 4 - ( 1 , 1 , 1 , 1 ) 

Sea { = (a, b. c, d) un vector cualquicra de (Q). 

(a) Hagamos (A = (at, + bt 2 + ct s + dt t )A = (a. a + b + d. b + c, e + d) = 0. Como 

esto exige que a = b = c = d= 0, es decir, que c = 0, A cs regular. 

(A) Hagamos = (a + d. a + h 4 - d. b + c + d. c + d) = 0. Como esto se cumple si 

“ = c = (, b = 0. d = — I, tenemos (1, 0, 1, — 1 )B = 0 y B es singular, cosa evidente a 

simple vista, cs decir, t,B + t 3 B = t t B Entonces, como t,B. t 2 B. t 3 B son linealmente 
independientes como cs manifiesto. B tiene caracterislica 3 y es singular. 

Dejaremos nuevamente (vease el parrafo que sigue al Ejemplo 6) otros ejemplos y problcmas para 
el Capitulo 14. 

ALGEBRA DE LAS TRANSFORMACIONES LINEALES 

Denotese por .vi el conjunto de todas las transformaciones lineales de un espacio vectorial dado 
y(f) sobre if en si mismo y por M el conjunto de todas las transformaciones lineales no singulares 
de si. Definanse adicion (+) y multiplication ( • ) sobre si por 

A + B : {(A + B) = (A + {B, (s V(&) 
y A- B: Z(A -B)= (£A )B, ^ e V(&) 

para todo A, B e si . Definase una multiplication escalar sobre si por 

kA\ Z(kA) = (kc)A, ZeV(F) 


para todo A e si y k e 
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Ejemplo 13: Sean 


f «! - («. b) 
1<2 "* < c . d ) 


«1 -* (*./) 

« 2 - ( g.h ) 


transformaciones lineales de V 2 (R) en si mismo. Para cualquier vector i = Is, l)e V 2 (R), 
encontramos 

(A = (*, t)A = (a»j + (« 2 >A = *(a,6) + t{c.d) 

= (*a + le, sb + td) 
lB = lie + Iff, sf + tft) 

y 

UA+B) = (*, t)A + («, t)B = (»(a + e) + t(e + p), «<6 + /) + t(d + ft)) 

Asi. pues. tenemos 


A Jr B f*> * l* + °.b + f) 

\« 2 - (c + g.d + h) 


De igual modo. 

((A • B) = ((«, f)A)B = Isa + tc, sb + td)B 

= (8a + tc) • (e, f + ( sb + td) • (g, h) 

= (s(ae + bg) + tlce + dg), s(af + bh) + t(cf + dfc)) 


A • B -. h - + 

[*2 ”* < ce + 


af + 6ft) 
cf+dh) 


Por ultimo, para cualquier ke R, hallamos 


(ki)A = (ks, kt)A = (fc(sa + te), k(sb + td)) 


-» ( ka , kb) 
« 2 -* (kc, kd) 


En el Ejercicio 18 demostramos el 


Teorema XVm. El conjunto sJ de todas las transformaciones lineales de un espacio vectorial en 
si mismo forma un anillo con respecto a la adicion y multiplicacion anteriormente 
definidas. 

En el Ejercicio 19, demostramos el 

Teorema XIX. El conjunto M de todas las transformaciones lineales no singulares de un espacio 
vectorial en si mismo forma un grupo con respecto a la multiplicacion. 

Dejamos al lector el demostrar el 

Teorema XX. Si si es el conjunto de todas las transformaciones lineales de un espacio vectorial 
V(F) sobre & en si mismo, entonces jaf es a su vez un espacio vectorial sobre 

Sean, A, Best. Como para todo [ef, 

«(A + B) = iA + (B 

es evidente que v r V + V 

V (A*B) 5= V A ^ V B 

Entonces, dimension de V (A tB ) — dimension de V A + dimension de V B 

v r M + B) - r A + t b 
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Como para cualquier transformacion lineal T e sJ , 

dimension de ^ dimension de V 
tenemos dimension de V IA . BI — dimension de V A 

Asi mismo, como V A C V, dimension de V IABI ^ dimension de V B 
De modo que r ^ r r ^ >• 

< a • B > 'a’ '<A-B1 II 


Problemas resueltos 

1. Demostrar: Un conjunto no vacio U de un cspacio vectorial V sobrc & es un subespacio de V si. 
y solo si, t/es cerrado con respecto a la multiplication escalar y a la adicion vectorial definidas sobre V. 

Supongase que V es un subespacio de V; entonces U es cerrado con respecto a la mulliplicacidn escalar y 
a la adicion vectorial, Rcciprocamentc, supongase que U os un subconjunto no vacio de V, cerrado respecto de 
la multiplication escalar y adicidn vectorial. Sea £ e {/; entonces (-u){ = -(«£)= -(eU y $ + (-{) = C e U. 
Asi, pues, U es un grupo aditivo abeliano. Como las propiedades (i)-(iv), pagina 144, son validas en V, tambien 
lo son en U. De modo que U es un cspacio vectorial sobrc & y, por consiguicnte, es un subespacio de V. 

2. En el espacio vectorial K 3 (/?) sobrc R (Ejemplo 3, pSgina 145), sean U generado por £ , = (1,2. -I) 
y i 2 = (2, -3, 2) y W generado por = (4, I, 3) y = (-3, 1,2). iSon U y W identicos subes- 
pacios de VI 

Primero considerese el vector { = = (7, 0, I ) e H< y cl vector 

1 = *{| + y( 2 = (* f 2 y, 2x - 3y, -x + 2y) G U 
Entonces, £ y y son los mismos si existen .t, y e R tales que 

(x + 2y, 2x — 3y, —x + 2y) = (7,0,1) 

Encontramos que x = 3, y = 2. En realidad esto no demuestra que U y W son identicos; para eso tenemos que 
poder encontrar x, ye R tales que 

*5 1 + yh = 

para a, be R cualesquiera. 

De i * + ^ oblenemos * = J(a — .66), y = Wa—b), Como 2x — 3y ¥■ a + i; 

!_— * + 2y = 3a + 2b ~ * 

U y W no son identicos. 

Geometricamentc, U y W son pianos diferentes que pasan por O, el origen de coordenadas en el cspacio or- 
dinario. Tienen, desde luego, una recta de vectores en comiin, siendo uno de estos vectorcs comunes el (7. 0. 1 ). 

3. Demostrar: El conjunto de vectores no nulos S = }£,. e 2 , . . .. c m } de V sobre & es linealmente 
dependiente si, y solo si, alguno de ellos, se puede expresar como combination lineal de los vec- 
tores £,, c 2 , . . . , ij.i que le preceden. 

Supongase que los m vectores son linealmente dependientes de modo que existen escalares k,. k 2 . ... k,„. 
no todos iguales a z, tales que 2^,S, T - !• -Supongase ademas que cl coeficiente k/ no es r en tanto que los coeii- 
cientes k jt . s , k jA1 , . . . , k„ son z (sin exeluir naturalmente el caso extreme j = m ). Entonces, en ctecto. 

fe,{, + kfa + • ■ • + kfy = 1 


( 1 ) 
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y como kfij + 4, tenemos 

kfy = ~Ml - M 2 — - • • — fcj-i ii-i 

obien ij = 9ifi + Mj + + 9<-« £j-» (2) 

con alguno de los q, + z. Asi que 4, es una combinacion lineal de los vectores que le preceden. 

Rcciprocamcnte, supongase que se verifica (2). Entonces, 

fc,£, + k,{ 2 + ••• + Ml + *f) + i + ^1*2 + + J£m = ! 

con k, + z y los vectores {„ 4 j 4 „ son linealmcnte dependientes. 

4. Demostrar : Todo conjunto finito S de vectores, no todos nulos, contiene un subconjunto U lineal- 
mente independiente que genera el mismo espacio que S. 

Sea S = {{, 4 2 , . . . , 4-1- La discusion hecha hasta ahora indica que V existe, en tanto que el Teorema V 
sugiere el procedimiento siglhente para obtcnerlo a partir de S. Considerando sucesivameme cada vector de .z- 
quierda a derecha, convengamos en excluir todo vector que ( 1 ) sea cl vector nulo, o ( 2 ) se pueda escnbtr corno 
combinacion lineal de todos los que le preceden. Supongase que hay n ^ m vectores que quedan y denotemoslos 
ahora de otra manera escribiendo V = {-!„ r, 2 , . . . , Por su construction, U es un subconjunto lmealmente 
independiente de S que genera el mismo espacio que S. 

El Ejemplo 6 , p4gina 146. muestra. como se hubiera podido anticipar, que habra usualmente subconjuntos 
de 5 linealmente independientes, distintos de U, que generaran el mismo espacio que S. Una ventaja del proce- 
dimiento utilizado arriba es que, una vez puestos los elementos de S en un cierto orden, solo se puede formar un 
subconjunto, el U, que sea linealmente independiente. 


5. Hallar un subconjunto U linealmente independiente del conjunto S — {&, C 2 , C 3 - <U}> siendo 
= (1, 2, -1), - (-3, -6, 3), | 3 = (2, 1. 3), | 4 - (8, 7, 7) G R, 

que genere el mismo espacio que S. 

Primero notamos que 4, + 4 y pasamos a 4 2 - Como 4 2 = -3c, (e„ decir, 4 2 es una combinacion lineal de 4 , ), 
Excluimos y pasamos a ( 3 . Entonces, es 4 3 + s£„ para todo se R: pasamos a £*. Como 4* no es mult.plo es- 
calar de 4 , ni de c, (y, por tanto, nd queda excluido automaticamente), ponemos 

+ t* 3 = i(l, 2,-1) + t(2,l,2) - (8.7,7) = £ 4 

y buscamos una solution en R , si existe, del sistema 

s + 2t = 8, 2a + t = 7, -a + 3t = 7 

El lector venficara que 4. = 24, + 34 3 ; luego. U - {4„ 4j} es el subconjunto pedido. 


6 . Demostrar: Si S = {£„ £ 2 , . . es una base de un espacio vectorial V sobre & y si T = {»),, 
tjj rj„) es un conjunto linealmente independiente de vectores de V, entonces n ^ m. 

Como todo elemento de T se puede cscribir como combination lineal de los elementos base, el conjunto 

S' = {ill £i* £2* • • -• Z™) 

genera V y es linealmente dependiente. Ahora bien. n, ± 4; por tanto, alguno de los 4 debe ser combinacibn lineal 
de los elementos que le preceden en S'. Examinando sucesivamente los 4> supongase que hallamos que 4i cumple 
esta condition. Excluyendo a 4i de S', tenemos el conjunto 

S, = {i„£i. £j. •• ■•(i-i- li + t- 

que es una base de V como vamos a demostrarlo. Es claro que S , genera el mismo espacio que S', es decir, S, 
genera V. Asi que solo necesitamos demostrar que 5, es un conjunto linealmente independiente. Escribamos 

1 , = a.4, + a 2 4 2 + ••' + <64, . a,*?, a, 4 z 
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Si S, fuera un conjunto linealmente dependiente, habria algun £j, j > i. que se podria expresar asi: 

£j = *ivi + &2fi + &s£2 + + 6*£i— i + *i+i{(ti + "• + — i Ej— i , b l * i z 

de donde, sustituyendo r; , , 

£j = «ifi + e 2 £ 2 + ••• + Cj_, £,_, 

contra lo supuesto de que 5 es un conjunto linealmente independiente. 

Analogamente, S[ = <12, Vi. £1, £2 £t— t* £1 + 1 £m! 

es un conjunto linealmente dependiente que genera a V. Como i;, y tj 2 son linealmente independientes, alguno de 
los £ de 5;, por ejemplo, es combination lineal de todos los vectores que le preceden. Reiterando el razona- 
miento anterior, se’ obtiene (suponiendo j > ij el conjunto 

S 2 = {i»2.-ll. £1. £2 £i-l. ti+l £j-l. 

como base de V. 

Pero este proceso se puede repetir hasta agotar T con tal que n s= m. Supongase n > m y que hemos obtenido 

= {im. U|> 

como base de V . Considerese S' m = S \J t , } . Como es una base de V y r ; w+ , e V, entonces r/ m ,, es com- 
bmacion lineal de los vectores de S„, Pero esto contradice la hipotesis sobre T. Luego n =s= m, como se requiere. 

7. (a) Elegir una base de V 3 (R) del conjunto 

S = {«„ i 2 . ( y i 4 l = {(1.-3, 2), (2, 4.1), (3, 1,3), (1,1,1)) 

(/>) Expresar los vectores unitarios de K 3 (/?) como combinaciones lineales de los vectores de base 
encontrados ett (a). 

( 0 ) Si el problema tiene solucidn, alguno de Iqs £ debe ser combination lineal de los que le preceden. Se ve de 
inmediato que £ 3 = £1 + £ 2 . Para dcmostrar que {£1, £ 2 , £») es un conjunto linealmente independiente 
y que, por tanto, es la base pedida, tenemos que demostrar que 

“£t + *£2 + c( 4 = (a + 26 + e, -3a + 46 + c, 2a + 6 + e) = (0, 0, 0) 

implica a»6 = c = 0. Se deja esto al lector. 

El mismo resultado se obtiene demostrando que 

»fi + t £ 2 = £«, u.tGft 

( 8 + 2t = 1 

es decir, que > —3s + it = 1 es imposible. Por ultimo, el lector familiarizado con los determinantes re- 

I 28+ t = 1 

v 12 1 
cordara que estas ecuaciones tienen solucion si, y solo si, —3 4 1 =0. 

2 1 1 

(6) Hagasc a£, + 4£ 2 + f£ 4 igual a los vectores unitarios e„ e 2 , e 3 sucesivamente obteniendo 


a + 26 + e = 1 

a + 2 6 + c = 0 

f a + 2 4 + c = 

0 

-3a + 46 + c = 0 

* -3a + 46 + e = 1 

j -3a + 44 + c = 

0 

2a + 6 + c = 0 

2a + b + c = 0 

[ 2a + 4 + c = 

1 


siendo las soluciones: 

a = 3/2, b = 5/2, c = -11/2 a = b = -1/2, c = 3/2 a = - 1 , b = -2, e = 5 
Asi, pues. c t = £(3£, + 6f 2 - ll£ 4 ), < 2 = £(-£, - £ 2 + 3£ 4 ), y « 3 = -£1. - 2£ 2 + 6£ 4 . 

Determinar, si es posible, una base del espacio vectorial K 4 (Q) que incluya los vectores £, = (3 
-2,0,0) y < 2 = (0, 1,0, 1). 

Como £1 4= C, £2 'h C y £2 ^ para todo se Q, sabemos que £, y £ 2 pueden ser elementos de una base 
de K* ( Q )■ Como los vectores unitarios e,, e 2 , e 3 , e 4 (vease Ejemplo 7, pagina 147) son una base de V t (Q), el con- 
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junto 5 = {?„ ? 2 , e„ e 2 , e 3 , t 4 J genera a V A {Q) y contiene seguramente una base del tipo que buscamos. Aho- 
ra bien, e, sera un elemento de la base dicha si, y solo si, 

ail + Hi + e«i = (3a + c, -2a + b, 0, b) = (0, 0, 0, 0) 

implica a = b = c = 0. Evidentemente, e, puede servir como elemento de la base. Y nuevamente, e, sera un 
elemento si, y solo si, 

aii + Hi + e«! + d, 2 = (3a + e, -2a + 6 + d. 0, 6) = (0, 0, 0, 0) (1) 

implica a=b=c=d= 0. Tenemos 6 = 0 = 3a + r= -2a + d\ entonces, (/) se verifica para a - 1, b = 0, 
c = —3, d = 2, y entonces {{,, e,, e 2 [ no es una base. Dejamos al lector comprobar que (c,, i 2 , «i, £3 1 es 

una base. 

9. Demostrar: Si U y W, de dimensiones r a n y s respectivamente son subespacios de un es- 
pacio vectorial V de dimension nys\UC\WyU + W son de dimensiones p y I respectivamente, 
entonces t = r + s — p. 

T6mese A = i 2 Z p ) como base de U C\ W y, segun el Teorema XII, pagina 148, tomese 

B = A U {X,, X 2 , . . . , A,_,} como base de U y C = A U {/1,. p 2 , . . . , p p . p ) como base de W. Entonces, por 
definicion, todo vector de V + W se puede expresar como combination lineal de los vectores de 

D = (ii, ip, Aj, X 2 A r _ p , P|. m, • • •> Pt-p) 

Para demostrar que D es un conjunto linealmente independiente y que, por tanto. es una base de U + W, con- 
siderese 

“i£i + “iti + ‘ • • + a p ip + Mi + b 2 \ 2 + • • • + 6,_pA r _p + Cip, + c 2 n 2 + • • • + e,_p/jj-p = f (1) 
dond eii|,J,c,Ef. 

Higase it = c,n, + c 2 p 2 + • • • + Como 71 6 W y por (/) it e U, es it e U O W y es combinacibn 

lineal de los vectores de A. sea it = d,i, + d 2 { 2 + • • • + d p Z p . Entonces. 

e,/ii + c 2 p 2 + • • • + e,_pp,_ p — d,£, — i 2 i 2 — • • ■ — dp{p = { 

y, como C es una base de W, cada c, = z y cada rf, = r. Con cada c, = r, (/) se convierte en 

“lti + a 2 { 2 + + api p + Mi + M2 + ••■ + 6,_pA r _p = f (/') 

Como B es una base de U, cada a, — z y cada b, = z en (/'). Entonces D es un conjunto linealmente indepen- 
diente y, por tanto, es una base de V + W de dimension t = r + s - p. 

10. Demostrar: |{ • i;| as |i| • |>/| para cualesquiera Z,qeV,(R). 

Para { = 0 o 1; = 0, tenemos 0^0. Supongase ( * 0 y 17 ^ 0; entonces. |tj| = *||| para algun k e B ' , 
y tenemos 

= |,|* = [k.|{|p = fc-lil-ll! = X- 2 • |i| a = kH i-i) 
y 0 ^ (fc{ * 11) • (*:{ ± 1) = *“(€ - €) - 2fc({ • n) + 11-17 

= 2fc-|{i-|,| ± 2fc(£-?) 

Luego ±2X(£-l) - 2A|{|*I*I 

*({■») £ id * w 

y ll'vl £ l£l * hi 

11. Dados t = (1, 2, 3, 4) y 1/ = (2, 0, -3, 1), hallar 

(a) | -I,, (b) ||| y |ij|, (c) |5|| y |-8ij|, (d) II + 17I 

(а) { • II = 1 • 2 + 2 • 0 + 3(— 3) + 4-1 = -3 

(б) |i| = Vl - 1.+ 2-2 + 3-3 + 4-4 = V30, |vl = V4 + 9 + X = vTl 

(c) |5£| = V25 + 25-4 + 25-9 + 25-16 = 5\/30, i-3n| = V9-4 + 9-9 + 9-1 = 3\Zl4 

(d) { + , = (3, 2, 0,5) y li + ni = V9 + 4 + 25 = \Z38 
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12. Dados £ = (1, 1, 1) y tj = (3, 4, 5) de K 3 («). hallar 
el vector mas corto de la forma X = £ + sq. 

Aqui es A = (1 + 3«, 1 + 4s, 1 + 5s) 

y |A| 2 = 3 + 24s + 50s 2 

Ahora bien, |X| es minimo cuando 24 + 100s = 0. Luego 
X = (7/25, 1/25, - 1/5). Se encuentra facilmente que X y q 
son ortogonales. Hemos resuelto asi el problems de hallar 
la minima disiancia del punto P(l, 1, 1 ) del espacio ordinario 
a la recta que va del origen a Q( 3, 4, 5). 


13. Para £ = (a„ a 2 , a 3 ), q = (b„ b x , b 3 ) e P 3 (R), defmase 

4 x ij = (a 2 b 3 — a 3 bi, a 3 bi — aib 3 , tubi — a 3 bi) 

(а) Demostrar que £ x q es ortogonal a £ y a q. 

(б) Hallar un vector X ortogonal a c = (1, 1, 1) y a q = (1, 2, -3). 

(a) £ • (£ X 1 |) = a,(a 2 6 3 - a 3 6 2 ) + a 2 (a 3 6, - o,6 3 ) + a 3 (a,6 2 - a 2 6,) = 0 y analogamente para v • (£ X n). 

(i) A = { x, = (1(— 3) — 2*1, 1 • 1 — 1(— 3), 1 ■ 2 — 1 • l) = (-5,4,1) 

14. Sean £ = (1, 1, 1, 1) y q = (1, 2. —3, 0) vectores dados de V 4 (R). 

(a) Demostrar que son ortogonales. 

(/>) Hallar dos vectores linealmente independientcs X y n, que scan ortogonales tanto a £ como a q. 
(c) Hallar un vector v no nulo ortogonal a los £ , q, X. y demostrar que es combinacidn lineal de X y /r. 

(a) {•t?=l , l + l- 2 + l- (-3) = 0; de modo que i y q son ortogonales. 

(/>) Supongase que (a. b, c, d)e V t (2?) es ortogonal a(yai|; entonces, 

(i) o+5 + e + d = 0 y a + 26 - 3c = 0 

Tomese primero c = 0. Entonces a + 26 = 0 se verifies para a = 2, b = -\;ya + b + c + d= 0 
da ahora d = — 1. Tenemos X = (2, —1, 0, - 1). 

Tdmese despues 6 = 0. Entonces a - 3c = 0 se cumple para a = 3, c=l;vo + 6 + c + d= 0 
da ahora d = —4. Tenemos ft = (3,0, 1, —4). Evidentemente, X y ft son linealmente independientes. 

Como una solucion obvia de las ecuaciones (i) es a = b = c = d = 0, ; por que no se toma X = 

( 0 , 0 , 0 , 0 )? 

(c) Si v = (a, 6, c, d) es ortogonal a q, q y X, entonces 

a + 6 + c + d = 0, a + 26 — 3e = 0 y 2a-6-d = 0 

Sumando la primera y ultima ecuaciones, tenemos 3a + c = 0, que se cumple para a = I, c = -3. En- 
tonces b = —5, d = 7 y v = (1, -5, -3, 7). Por ultimo, v = 5X - 3 ft. 

Noia. Tengase en cuenta que las soluciones obtenidas aqui no son unicas. En primer lugar, cualquier 
multiplo escalar no nulo de cualesquiera o de todos los X, ft, v es tambien una solucion. Y ademas, al determinar 
X (y tambien ft) hemos hecho arbitrariamente c = 0 (tambien b = 0). No obstante, examinese la solucion en 
(c) y verifiquese que v es tlnico salvo en un factor escalar. 



Fig. 13-3 
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15. Hallar la imagen de £ = (1, 2, 3, 4) por la transformacion lineal 

■«, -* (1,-2, 0,4) 

L -* (2, 4, 1,-2) 

' 1 e, -• (0,-1, 5,-1) 

- (1,3, 2,0) 

de V t (Q) en si mismo. 

Tenemos 

£ = 'i + 2e a + 3« 3 + 4< 4 -* 

(1, -2,0, 4 ) + 2(2, 4 , 1,-2) + 3(0, -1,5, -1) + 4(1,3, 2,0) = (9,15,25,-3) 

16. Demostrar: Si {{,, <[„} es una base cualquiera de V = V(P) y si {ij„ t) 2 , - • •, es cual " 

quier conjunto de n elementos de V, la aplicacion 

T : i, -* 19,. (t = l ,2 n) 

define una transformacion lineal de V en si mismo. 

Sean £ = 2 M; y i = 2 tj£j dos vectores de V. Entonces 

£ + 1 = 2 (Si + «i)£i -* 2 («| + «;)>», = 2 Bill + 2 t,vi 

de manera que (i) (£ + V )T = iT + r,T 

Asi, pues, para cualquier s e P y cualquier { e V, 

H = *2»i£i -* «2*,>ti 

dcmodoque (ii) (s£) T = s((T ) 

segiin se afirmaba 

17. Demostrar: Si T es una transformacidn lineal de V(&) en si mismo, y si W es tin subespacio de 
V{&\ entonces tV T = {(J : i e W}, la imagen de W por T, es tambien un subespacio de V(&). 

Para cualesquiera (T, r\T e IV T , tenemos iT + rjT = {i + <])T. Como Z,t\eW itnplica £ + q 6 W, enton- 
ces es (i + i)T e W T . Asl que W T es cerrado respecto de la adicion. Analogamente, para cualesquiera t,T 6 W T , 
tenemos s(ZT) = (si)T e W T puesto que £ e W implica si e W. De modo que W r es cerrado respecto 
de la multiplicacion escalar, lo cual acaba la demostracion. 

18. Demostrar: El conjunto si de todas las transformaciones lineales de un espacio vectorial V{!F) 
en si mismo, forma un anillo con respecto a la adicion y multiplicacion definidas por 

A + B: f,(A + B) = ZA + £B, (e V{&) 

A-B. ((A ■ B) = (ZA)B, ZeV(F) 
para cualesquiera A, B e si. 

Sea i.ije V(&), keS 1 y A, B, C e si . Entonces, 

(£ + *)(A + B ) = (£ + „)A + (£ + ,)B = £A + ,A + £B + ,B 

= f(A + B) + ?(A + B) 

y (fc£)(A+B) = <fc£)A + (fc£)B = fc({A) + k((B) 

= fc(£A + £B) = fe£(A + B) 

= [(£ + v)A\B = <£A + „A)B 
= <£A)B + (,A)B = £(A • B) + ,j(A • B) 


Asimismo, 


(£ + ,)(A-B) 
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Asi, pues, A + B, A ■ Be y s/ es cerrado con respecto a la adicion y a la multiplicacion. 

La adicion es conmutativa y asociativa, pues 

J(A + B) = £A+£B = £B + £A = £(B + A) 

y {[(A + B) + C] = £(A + B) + £C = £A + £B + £C 

= £A + £<B + C) = £[A + (B + O] 

Denotese la aplicacion que aplica cada elemenlo de V{&) en ( por 0; es decir, 

0: «0 = C. 

Entonces Ofrf (demuestrese), ((A + 0) = {A + (0 = (A + { - (A 
y 0 es el elemento neutro aditivo de j/. 

Para todo Ae st, sea —A definido por 

-A: ((-A)=-((A), {eW 

Se sigue ficilmcnte que —A y que es el simetrico aditivo de A ya que 

C = CA = (« - C)A = 4A + [-<wn = «[* + (--<)] = 4-0 

Hemos demostrado que j/ es un grupo aditivo abeliano. 

La multiplicacion es asociativa desde luego, pero, en general, no es conmutativa (vease Problema 55). Para 
terminar la demostracion de que sf es un anillo, demostremos una de las leyes distributivas 

A-(B + C) = A- B + A- C 

dejando la otra al lector. Tenemos 

4[A ■ (B + O] = (4A)(B + C) = (tA)B + (iA)C 

= ((A • B) + {(A-C)= {(A-B + A-O 

19. Demostrar: El conjunto Jt de todas las traQsformaciones lineales regulares de un espacio vecto- 
rial V{&") en si mismo, forma un grupo multiplicative. 

Sean A,BeJ(. Como A y B son regulares, aplican V(P) sobre V{&). es decir, V A = V y V„ = V. Entonces 
V(a-b) ~ (Y a ) b = Y a = Yy A ■ B es regular. Asi, pues, A ■ B e M y M es cerrado respecto de la multiplicacion. 
La ley asociativa se verifica en Jt pues se verifica en J. 

Sea Z la aplicacion que transforma cada elemento de Y(&) en si mismo, es decir, 

Z: (Z = {, { e V{*) 

Evidentemente, Z es regular, pertenece a .tt y como 

((Z ■ A) = <(Z)A -{A- ((A)Z - ((A ■ Z) 
es el elemento neutro en la multiplicacion. 

Ahora bien, A es una aplicacidn biyectiva de V{&) sobre si mismo; de modo que tienc una inversa A ' 1 de- 
finida por 

A 1 : teV(?) 

Para cualesquiera {, 17 e V{&), AeJt y ke&, tenemos {A, t]A 6 VIP). Entonces, como 
(tA + qA)A-‘ = ({ + lj)A • A-' = ( + It = (£A)A~' + (r,A)A~‘ 

y [*«A)]A-' = t(*4W]A-' = k{ = fc[KAM-*] 


se sigue que A~‘ e st. Pero, por definition, A 1 es regular; de manera que A 1 e M. Asi, pues, todo elemento 
de Jt tiene un simtirico multiplicativo o inverso y J( es un grupo multiplicative. 
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Problemas propuestos 

20. Ulilizando la Fig. 13-1, pagina 143: 

(а) Identificar los vectores (1, 0) y (0, 1 ); asimismo, los (a. 0) y (0, 6). 

(б) Comprobar que (a, 6) = (a, 0) + (0,*) = a(l,0) + 6(0. 1). 

21. Medianle definiciones naturales de multiplicacion escalar y de adicion vectorial, mostrar que los siguientes son 
espacios vectoriales sobre el cuerpo indicado : 

(а) V = ft; y = Q (6) V - C; f = ft 

(c) V - [a + b^/2 + c^/i: a.b.ceQ}-, f - Q 

(d) V = todos los polinomios de grado as 4 sobre ft, incluido el polinomio nulo; P = Q 

(e) F= [c,?* + c 2 e 3 ': c„c 2 eft}; f = R 

if) V =■ {(a,, a 2 , a 3 ): a ( e Q, a, + 2a 2 = 3a 2 }; ? = Q 
Of) y = {a + bx\ a, be 2/(3 )J ; .¥ = Z/( 3) 

22. (a) iPor que el conjunto de los polinomios en .x de grado > 4 sobre R no es un espacio vectorial sobre R‘! 

(б) (,E1 conjunto de los polinomios R[.x] es un espacio vectorial sobre Q'! i Y sobre C? 

23. Sean ije F sobre ,f y s, it/. Demostrar: 

(а) Si i f C, entonces si = li implica j = /. 

(б) Si s z, entonces = srj implica i = n- 

24. Sean i, tj + { e V sobre Demostrar que { y it son linealmente dependientes si, y solo si, i = sn para algun 
sef. 

25. (a) Sean i, r\ e F(R). Si { y rj son linealmente dependientes sobre R. (.son linealmente dependientes sobre Q 
necesariamente? (,Y sobre C? 

(6) Considerese en (a) el cambio de linealmente dependiente por linealmente independiente. 

26. Demostrar los Teoremas IV y VI, pagina 146. 

27. Dado el espacio vectorial V = V t (ft) = {(a, 6, c. d): a, b.c.de ft} sobre ft, (.cuales de los subconjuntos que 
siguen son subespacios de K? 

(а) U = ((a, a, a, a): a 6 ft} 

(б) U — {(a, 6, a, 6): a,b 6 Z\ 

(c) U = {(a, 2a, 6,0+6): a,6 £ ft} 

(d) U = {(o„a 2 ,a 3 ,a 4 ) : a, £ ft, 2a 2 + 303 = 0} 

(c) U = {(Oi, a 2 , a 3 , a 4 ) : a, £ ft, 2a, + 3a 3 = 5} 

28. Determinar cuales de los siguientes conjuntos de vectores de Fj ( Q ) son linealmente dependientes o indepen- 
dientes sobre Q. 

(а) {(0,0,0), (1,1,1)) (d) {(0,1. -t), (1,-1, 1), (1,2,1)} 

(б) {(1, —2, 3), (3,^—6, 9)} (e) {(0, 2, -4). (1, -2, -1), (1, -4,3)} 

( c ) {(1,-2, —8), ft, 2,1)} if) {(1. -1,-1), (2, 3,1), (-1,4, -2), (3,10,8)} 

Resp. (c), (d) son linealmente independientes. 

29. Determinar si los siguientes conjuntos de vectores de F 3 (2/(5)) son linealmente dependientes o independientes 
sobre 2/(5). 

(а) {(1,2,4), (2,4,1)} (c) {(0, 1, 1), (1, 0, 1), (3, 3, 2)} 

(б) {(2,3,4), (3,2,1)} <d) {(4, 1,3), (2, 3,1), (4, 1,0)} 

Resp. (a), (c) son linealmente independientes. 

30. Dado el conjunto S = {(1, 2. I). (2. 3, 2), (3, 2, 3), (1, 1, 1)} de vectores de V{7.ji 5)) hallar un conjunto maximo 
linealmente independiente T y expresar cada uno de los restantes vectores como combinacion lineal de los ele- 
mentos de T. 
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31. Hallar la dimension del subconjunto de Pj (Q) generado por cada uno de los conjunios de vectorcs del Problema 28. 
Resp. (a), (A) I; (c), (c) 2; (rf), (/) 3 

32. Para el espacio vectorial C sobre R, demostrar 
(a) [ 1 ,/} es una base 

(ft) {a + ft), c + tft'i es una base si, y solo si, ad - be $ 0. 

33. En cada uno de los siguientes casos, hallar una base del espacio vectorial que incluya los vectores indicados: 

(a) |(1, 1,0), (0,1,1)} en V } (Q). 

(ft) {(2, 1, -1, -2). (2, 3, -2, I). (4.2. -1,3)! en K* (£>)■ 

(«) !(2, 1, 1,0), (1,2,0, I)} en P 4 (2/(3)). 

W) {(t,0, 1,0). (0,/, 1,0)} en (C). 

34. Demostrar que S = {£„ { 2 , {,} = {/, 1 + /, 2}. (2 + /, /, 1 ), (3, 3 + 2/, - I )} es una base de P 3 (C) y expresar 
los vectores unitarios de Y 3 (C) como combinaciones lineales de los elementos de S 

Resp. «, = [(-39 - 6t){, + (80 - t)fc + (2 - 13i)£ 3 ]/173 

-i = [(86 - 40.){, + (-101 + + (71 - 29i)£ 3 ]/346 

«a = [(104 + 16i)£, + (75 - 55 <){ 2 + (-63 - 23i)£ 3 ]/346 

35. Demostrar: Si k , + k,Z 2 + £ 3 { 3 = £ con k,k 2 + entonces {{,. £ 3 ] y [£ 2 , £ 3 } generan el mismo espacio. 

36. Demostrar el Teorema IX, pagina 147. 

37. Demostrar: Si {£„ ? 2 , { 3 } es una base de Y } (Q), tambien lo es {£, + c 2 , £ 2 + £ 3 , £ 3 + £,}. (,Es esto cierto en 
V 3 (2/(2))? <,En V 3 (2/(3))? 

38. Demostrar cl Teorema X, pAgina 147. Sugerencia'. Supiingase que A y B, de m y n elementos, respeclivamcnte, 
son bases de V . Primero asocicse S con A y T con B, luego S con B y T con A y apliquesc el Teorema VIII. 
p£gina 147. 

39. Demostrar: Si Y es un espacio vectorial de dimension niO. cualquier conjunto linealmente independientc de 
n vectores de V es una base. 

40. Sean £„ £ 2 t„eV y S= {{„ { 2 £„} que genera un subespacio U C. Y. Demostrar que el minimo 

de vectores de V necesarios para generar U es el maximo de vectores linealmente independientes de S. 

41. Sea {{,, £ 2 . . . . , {„} una base de V. Demostrar que todo vector £ e V tiene una representacidn unica como com- 
binacion lineal de los vectores de base. 

Sugerencia. Supongasc £ = 2 e,£ ( = 2 d|ti ;entonces 2 C(£i - 2 d,£i = f- 

42. Demostrar: Si U y W son subespacios de un espacio vectorial V. tambien lo son U n W y U + W. 

43. Sean los subespacios U y O' de Y d (Q) generados por 

A = {(2, -1.1,0), (1,0, 2,1)) y B = {(0,0, 1,0), (0,1, 0,1), (4, -1,5, 2)} 
respectivamente. Compr.obar el Teorema XIII, pagina 148. Encontrar una base de U + W que incluya los vec- 
tores de A; tambien una base que incluya los vectores de B. 

44. Demostrar que P = {(a. A, -ft, a): a. be R) con adicion definida por 

(a, 6, — 6, a) + (c, d, — d, c) = (a. + c, b + d, — (6 + d), a + c) 
y multiplicacidn escalar definida por k(u, A, -ft. a) = (ka. kb. -kb. ka) para todo (a. ft. -ft, a), (r. d. -d. <•) e P 
y k e R. es un espacio vectorial de dimension dos. 

45. Sea el primo p un elemento primo de G del Problema 8, Capitulo 10. Denotese por S' el cuerpo G/(p) y por .¥' 
el cuerpo primo Z/(p) de ■¥. El cuerpo .¥ . considerado como espacio vectorial sobre .¥'. tiene por base [ I . /] : 
luego ¥ = {a, • 1 + a 2 ■ i: a,, a 2 e ¥'). (a) Demostrar que .¥ tiene a lo mas p 2 elementos. (A) Demostrar que 
¥ tiene al menos p 1 elementos (esto es, a, • I + a 2 ■ i = b, • 1 + ft 2 • ( si, y solo si, a, - ft, = u 2 - ft 2 = 0) 
y que. por tanto, tiene exactamente p 2 elementos. 
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46. Generalizar el Problema 45 a un cuerpo finito & de caracteristica prima p, sobre su cuerpo primo con n elemen- 
tos como base. 

47 . Para pe K„ (/?) y ke R demostrar 

(«){•') = ' i • £. (&) U + ») - P = t ' <• + i * *■> («) (*{’*) = ^{t 1 ■>)• 

48 . De la desigualdad de Schwarz obtener -1 ^ (<f - »|)/(|^J • M) ^ 1 para demostrar que cos « - ~-y- deter- 

mina un angulo unico entre 0° y 180°. ‘ ' 

49 . Supdngase la longitud definida como en V, (R). Demuestrese que (1, 1 ) e V 2 (Q) carece de longitud en tanto que 
(1, /) e V 2 (C) es de longitud 0. <,Es posible dar una defir.icion de £ ■ q tal que todo vector no nulo de V 2 (C) tenga 
longitud diferente de 0? 

50. Sean J.ijel', (R) tales que |£| = |r/|. Demostrar que £ - ij y £ + n son ortogonales. i,Cuil es la interpretation 
geometries ? 

51. Para el espacio vectorial V de todos los polinomios en x sobre un cuerpo J r , comprobar que las siguientes apli- 
caciones de V en si mismo son transformaciones lineales de V. 

(а) o(z) -* o(z) (e) a(z) — a(—x) 

(б) a(z) -* — ate) (d) a(x) -* a(0) 

52. Demostrar que la aplicacion T: (a. b) -* (o + 1, * + 1) de V, (R) en si mismo no es una transformation lineal. 
Sugerencia. Comparese («, + t 2 )T con (c,T + e 2 7~). 

53. Para cada una de las transformaciones lineales A. cstudiar la imagen de un vector arbitrario £ para determinar 
la caracteristica de A y, si A es singular, determinar un vector no nulo cuya imagen sea 0. 


( a ) 

A 

•t 

-* 

(2, 1). 

*2 

-* 

(1.2) 


( b ) 

A 

*t 

-* 

(3. -4), 

*2 


(-3,4) 


(«) 

A 

«t 

-♦ 

(1.1,2), 

'2 

-* 

(2,1,3), 

- (1,0, -2) 

(d) 

A 


-* 

a. -i,D. 

•2 

-* 

(-3, 3, -3), 

-M2.3.4) 

(«) 

A 

*i 

-* 

(0,1. -1). 

'2 

— • 

(-1,1,1). 

- (1,0, — 2 ) 

(/) 

A 

'i 

-* 

(1,0,3), 

*2 


(0,1,1), 

.3 - (2,2,8) 


Resp. (a) regular; (6) singular, (1. 1); (c) regular; (d) singular, (3, 1,0); (e) singular, (-1, 1, 1); (/) singular, 
(2.2, -1). 

54 . Para cualesquiera A, Be sd y k.leP demostrar 
(a) M6c4 

(fr) fc(A +B) = kA + kB. (k + l)A = kA + IA 
(e) k(A-B) = (kA)B = A(fcB); (k-l)A = k(lA) 

(d) 0-A = kO = 0; uA = A 

con 0 definido en la pigina 159. Junto con el Ejercicio 18, esto completa la demostracion del Teorema XX, pi- 
gina 152. 

55 . Calcular B- A de las transformaciones lineales del Ejemplo 13, pagina 152, para demostrar que, en general, 
A ■ B # B- A. 

56. Para las transformaciones lineales sobre V } (R) 


e, -* (a, 6, c) 


r - u, k, i) 

«2 -* (<f. <■ f) 

y B : < 

<2 - <rn, n, p) 

>3 - <0 - h - *) 


[ <3 (9, T , *) 


r«i — (a + j, b + k, c + l) 

A + B : 

«2 — (d + m, e + n, f + p) 


1 « 3 -> (g + q, h + r, i + s) 


obtener 
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«i ( a > + bm + cq, ok + bn + cr, al +.bp + ei) 
A- B : ■ < 2 -* (dj + em + fq, dk + en + fr, dl + ep + fa) 

«3 "* (ffl + km + iq, gk + hn + ir, gl + hp + i») 

y, para todo k e R, - (ko,fc6,ke) 

kA : j < 2 -» (fcrf. fc«. kf) 

[«s -* ( kg.kh.ki) 


57. Calcular la inversa A~‘ de A : 


*' ■* (1 - *> de V 2 (/?). 
*2 ■* (2, 3) 


Sugerencia: Tdmese A' 1 : 


*i- ( P.7) y cons ide resc 

•2 -* (r, a) 



(3,-D 

(- 2 , 1 ) 


£ dondc £ — (a, b ). 


58. Para la aplicacion 

f «, = (1,0) -» .(1,1,1) de V = K* (*) en W = V } (/?) 

1 \«2 = ( 0 , 1 ) - ( 0 , 1 , 2 ) 

verificar que: 

(а) T, es una transformacion lineal de V en W. 

(б) La imagen de £ = (2. 1)6 V es (2, 3,4)e W. 

(c) El vector (1,2, 2)6 W no es imagen. 

( d ) V T , tiene dimension 2. 


59. Para la aplicacion 

=( 1 , 0 , 0 ) ( 1 . 0 , 1 , 1 ) 

T 2 : • {J = (0,1,0) -* (0,1, 1,1) de V-V 3 (l?) en Hr_V 4 (JS) 

.«,= ( 0 . 0 , 1 ) - ( 1 ,- 1 , 0 . 0 ) 

comprobar que: 

(а) T 2 es una transformacion lineal de V en W. 

(б) La imagen de £ = (1, -1, -1)6 V es (0,0. 0,0)6 W. 

(c) V Tl tiene dimensidn 2 y r r , = 2. 

60. Para 7\ del Problema 58 y T 2 del Problema 59, verificar que 

T . f«. = (1,0) - (2.0,2, 2) 

1 J ' l«j = (0,l) - (2, -1.1,1) 

(,Cual es la caracteristica de 7", ■ 7" 2 ? 
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INTRODUCCION 

Considerense de nuevo las transformaciones lineales sobre V 3 ( R ) 


A : 


i, -* (a, b, c) 
<,-»( d.e.f) 


B: 


U. K l) 
(m,n,p) 
(«7,r.a) 


(1) 


para las cualcs (vease Problema 56, Capitulo 13, pagina 162) 

«, -* (a + j,b + k,c + l) 
A+B: - (d + trt,c + n,/ + p) 

«, - (g + q,h + r,i + s) 


A-B 


?i - (aj + bm + cq, ak + bn + cr,al + bp + cs) 
,* -» (dj + em + fq.dk + en + fr,dl + ep + fa) 

- (gj + hm + iq.gk + hn + ir.gl + hp + is) 


kA : 


(ka, kb, kc) 

( kd.ke.kf ) , 
{kg, kh, ki) 


k€R 


Con .1 objeto de simplifier, rempldcese esla notacidn de U transformaciones Hne.les Ay B por 
los cuadros 


A = 


a b c 
d e f 
g h i 


B = 


j.k l 
m n p 
q r s 


(*) 


raciones correspondientes con estos cuadros. Asi tenemos. 

La suma A + B de los cuadros cuadro cu,o. elementos son las sumas de los ele- 

mentos correspondientes de A y B. 

El produce e.calar kA de on escal.r cmdquiera k por d es el cuadro cuyos elementos son 
veces los correspondientes elementos del A. 

A1 formar e, produce a. 

. son los elementos de l.s colnm.as de * En, cnees, 
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Pi 


>i- Yi 

Pi- Y S 

Pi- Y a 

Pi 

• Iri Ys Yj] - 

Ps-Y, 

Ps- Y 2 

Pi- Ya 

_Ps_ 


Ps- Y, 

Ps-Yj 

Pa- Ya 


donde p, • '/j es el producto intemo de p, y y t . Notese cuidadosamente que en A • B aparece el produclo 
interno de cada vector fila de A por cada vector columna de B; as! como tambien que los elementos de 
cualquier fila de A • B son los productos internos, cuyo primer factor es el vector fila correspond ien- 
te de A. 


Ejcmplo 1: 

(«) Si A = ' 

A +B = 


1 2 
3 4 


B = 


1 + 5 2 + 6 
3 + 7 4+8 


5 6 
7 8 

6 8 
10 12 


sobre Q, sc liene 


, 10A = 

10-1 

10-2 


10 

20 


10-3 

10-4 


30 

40 


A • B = 


B • A 


1 : 2l 

5 1 6 

1 


3 4 J 

[7- i 8. 

' 


[ 6,6 
[ 7 8 



1 ; 2 



3 .: 4 



(6) Si A — 


1 0 -2 
0-3 1 

2 10 


B = 


5 + 2-7 
5 + 4-7 

6+18 
7 + 24 


3-1 0 

-2 0 3 

0 2-1 


1-6 + 2 - 
.3-6 + 4' 

10 + 24 
14 + 32 


sobre Q. se liene 



19 

22 

. 

l 43 

60 


'23 

34l 



31 

46 



A-B = 

3 -1-4 2 

6 2 -9-1 

= 

3-5 2 

6 -2-10 

y B • A =■ 

3 3-7 

4 3 4 


6-2 -2 3 


1 




-2 -7 2 


MATRICES CUADRADAS 

Los cuadros de la section precedente, con los cuales se ha definido una adicion, una multiplica- 
cion y una multiplication escalar, se Hainan matrices cuadradas ; mas exactamente, son matrices cua- 
dradas de orden 3, pues ticnen 3 2 elementos. (En el Ejemplo 1(a) las matrices cuadradas son de orden 2.) 

Para poder escribir completamente matrices cuadradas de ordenes mayores vamos a introducir 
una notation mas uniforme. En lo que sigue, los elementos de una matriz cuadrada se denotaran por 
una sola letra afectada de subindices que varian, por ejemplo: 







6u 

bn 

613 

f>.r 


an 

am 

am 

y B = 

b 2 . 

bn 

bn 

bu 

— 

aai 

a-2 2 

023 

bn 

bn 

bn 

bn 


03! 

an 

033 


bn 

ba 

bn 

b it 


Cualquier elemento, como el b 2i , por ejemplo, se ha de considerar como b 1A , si bien, al menos que sea 
necesario (como en b l2 1, que podria ser b i2il o 61,21), no se pondra la coma. Una ventaja de esta no- 
tacion es que cada elemento indica su position en la matriz. Por ejemplo, el elemento b 2i esta en la se- 
gunda fila y cuarta columna, el b i; en la tercera fila y segunda columna, etc. Otra ventaja es que po- 
demos indicar las matrices A y B anteriores con solo escribir 

A = [o«] , (i = 1. 2, 3; j = 1, 2, 3) 

y B = [6«], (i= 1,2,3, 4; /= 1.2, 3, 4) 
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Entonces, para la A definida y C = [c y ], (ij = 1, 2, 3), el producto es 

2 a ll c ll 2 a u c li 2 

A‘C = I 2 Ci, 2 aijCji 2! Os)C)a 
2 2 fl » c » 2 a « c is 

donde en cada casilla la sumacidn se extiende a todos los valores de j; por ejemplo, 

2 a W< ; J« — ttiiCu + auCsa + 02sCs3 , etc. 

Mtn ° 0Smatri f S cu ? dradas L \ Mst di ™ 'Scales, L = M, si, y solo si, una es duplicado de la otra, 
esto es, si, y solo si, L y M son la misma transformation lineal. De modo que dos matrices ieuales tie- 
nen necesariamente el mismo orden. 

nuierda * lla " la Agonal principal la diagonal que va de la esquina superior iz- 

quierda a la inferior derecha. Los elementos de la diagonal principal son los que tienen igual indice de 
nla y de columna y solamente ellos (por ejemplo, a tl , o 22 , a 33 de A) 

Por definicidn, hay una aplicacion biyectiva entre el conjunto de todas las transformaciones linea- 
les de un espacio vectorial sobre & de dimension n en si mismo y el conjunto de todas las matrices cua- 
dradas sobre de orden n (el conjunto de todas las matrices cuadradas de orden n sobre &). Ademas 
hemos definido con estas matrices una adicion y una multiplicacion, de tal modo que esta aplicacidn 
es un isomorfismo. De modo que por los Teoremas XVIII y XIX del Capitulo 13, pagina 152, tenemos 

Teorema I. El conjunto de las matrices cuadradas de orden n sobre & dotado de adicion y multipli- 
cacion, es un anillo unitario St. 

En consecuencia : 

La adicion es asociativa y conmutativa sobre St. 

La multiplicacion es asociativa, pero, en general, no es conmutativa sobre St. 

La multiplicacion es distributiva a izquierda y a derecha con respecto a la adicion. 

Existe una matriz nula, 0 „ 6 0, elemento cero de cada uno de cuyos elementos es el cero de F . 


Por ejemplo, 0 2 = 




0 

0 

0 

0 0 
0 0 

y 0 3 = 

0 

0 

0 



0 

0 

0 


son matrices nulas sobre R de ordenes 2 y 3, 


respectivamente. 

Existe una matriz /„ o /, la unidad de SI, que tiene por elementos de la diagonal principal la uni- 


dad de 9 y en todos los otros lugares tiene por elementos el cero de P. Por ejemplo, / 2 = 
son matrices unidad sobre R de drdenes 2 y 3, respectivamente. 


1 0 
0 1 


h = 


1 0 0 
0 1 0 
0 0 1 


Para toda A = [a, 7 ] e St existe una simetrica aditiva -A = (-l)[a y ] = [-a,,] tal que 
A + ( — A) = 0. 

En lo que queda del libro utilizaremos 0 y 1, respectivamente, para denotar el elemento cero y el 
elemento unidad de todo cuerpo (pagina 118). Siempre que aparezean z y u, originalmente reservados 
para denotar estos elementos, tendran connotaciones diferentes. Asi, pues, se usardn 0 e / como se 
acaban de definir sobre R para las matrices nula y unidad sobre cualquier cuerpo 

Por el Teorema XX, Capitulo 13, pagina 152, tenemos 
Teorema II. El conjunto de las matrices cuadradas de orden n sobre P es un espacio vectorial. 
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Un conjunto de elementos de base para este espacio vectorial consiste en las n 2 matrices 

En, (i,j = 1,2,3, .. .,«) 

de orden n que tienen 1 como elemento en el lugar (ij) y 0 en todos los otros. Por ejemplo, 
(En, En, En, En) = { f 1 °1 , | 0 J 1 , [° °1 , f° 0 I l 



1 

o 

*— H 

ro ii 

0 o' 

0 ol 1 


U° Oj ■ 

"o' 1 

o 

1 oj ’ 

[o iJI 


rf J - ‘enemos A = aE n + bE n + cE 2I + dE 22 . 


ALGEBRA MATRICIAL TOTAL 

El conjunto de todas las matrices cuadradas de orden n sobre JF con las operaciones de adicion 
multiplicacion y multiphcacion escalar por elementos de & se llama algebra matricial total M ( 3 ?) 
Ahora bien, asi como hay subgrupos de grupos, subanillos de anillos, . . . , asimismo hay subalgebras 

a b c 

de Jtjp). Por ejemplo, el conjunto de todas las matrices M de la forma 2 cab, donde a, b, 
_ 26 2c a 

e . S una su ^lgebra de Jt 2 (Q). Todo lo que hay que demostrar es que la adicidn, la multiplica- 
,tr' P T n CSC l P °, r elementos de C sobre elementos de M producen elementos de Jt. 


l, X = 

0 1 o 

0 0 1 

, Y = 

0 0 1 

2 0 0 


2 0 0 


0 2 0 


A-B = (al + bX + cY)(xI + yX + zY) 

= (ax + 2bz + 2cy)I + (ay + bx + 2cz)X + (az + by + cx)Y € !M ; 

asi que la multiplicacidn es conmutativa sobre M 

MATRIZ DE ORDEN m x n 

Por matriz sobre :W se entiende toda disposicidn rectangular de elementos de :f\ por ejemplo, 



r an 

an 

ais bn 

bn 

6.3 

6.4 



a 2 i 

an 

“23 , B = 6 si 

bn 

6 as 

6 a, 

, 


031 

On 

“ssj [_ 6 si 

bn 

633 

634 J 


A = 

N. 

(i.j= 1,2,3) B = 

IM. 

(i 

= 1,2,3; 


Cl 1 

C. 2 

Ca. 

C 22 

C 31 

C 32 

C 41 

C 42 


C = [en], (i = 1,2, 3,4; j = 1,2) 

Una matriz semejante de m filas y n columnas se dira matriz de orden m x n. 

Para m y n dados, considerese el conjunto de las matrices sobre SF de orden m x n. Con la adicion 
y multiphcacion escalar definidas exactamente como para las matrices cuadradas, tenemos el 

Teorema II . El conjunto de las matrices sobre & de orden m x n es un espacio vectorial sobre JF 
No puede defimrse la multiphcacion sobre este conjunto al menos que m = n. No obstante pode- 
mos definir, como en el Problema 60, Capitulo 13, pagma 163, se sugiere, el producto de cierios cua- 
dros rectangulares. Por ejemplo, utilizando las matrices A, B, C anteriores, podemos formar A ■ B 
pero no B -A ,B-C, pero no C ■ B- ni tampoco A ■ C ni C ■ A. La razon es clara : para formar L • M, 
el numero de columnas de L debe ser igual al numero de filas de M. Para las B y C dadas, tenemos 
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Pi 


r 

Pi • Vi Pi • y 2 


2 biiCn ^bijCn 

p 2 

• (r, yj - 

p 2 -r, p 2 -y 2 

= 

2 ^2i c H 2 & 2) c « 

P 3 

1 

p 3 • r, p.i • v 2 


2 bajCji 2 ^3 i c « 


Asi, pues, el producto de una matriz de orden m x n por una matriz de orden n x p, ambas sobre el 
mismo cuerpo es una matriz de orden m x p. 

Veanse Problemas 2-3. 


SOLUCIONES DE UN SISTEMA DE ECUACIONES LINEALES 


Hasta ahora el estudio de las matrices ha estado prcsidido por nuestro estudio previo de las trans- 
formaciones lineales de espacios vectoriales. Podriamos, sin embargo, haber comenzado el estudio de 
las matrices observando la aplicacion biyectiva entre todos los sistcmas de ecuaciones lineales homogc- 
neas sobre R y el conjunto de los cuadros de sus coeficientes; por ejemplo. 


(i) 

2z 4- 3 y + 2 = 0] 

CO 

OJ 

1 

r 

(ii) 

z- y + 4z = , 0 > y 

1 -1 

4 

(iii) 

4z + \ly - 5z = 0 ] 

4 11 

-5 


Lo que vamos a hacer aqui es demostrar que una matriz, considerada como matriz coeficiente de 
un sistema de ecuaciones homogeneas, puede utilizarse (en lugar de las ecuaciones mismas) para ob- 
tener soluciones del sistema. En lo que sigue expresamos nuestros «pasos», el resultado de nuestros 
«pasos», con las ecuaciones, y, por ultimo, en forma de matriz. 

El sistema (J) dado tiene la solucion trivial x = y = z = 0; tiene soluciones no triviales si, y solo 
si, una de las ecuaciones es una combination lineal de las otras dos, es decir, si, y solo si, los vectores 
fila de la matriz de coeficientes son linealmente dependientes. El procedimiento para encontrar solu- 
ciones no triviales, si las hay, es bicn conocido. El conjunto de «pasos» no es linico; procedcremos como 
sigue: multiplicamos la segunda ecuacion por 2 y la restamos de la primera; luego multiplicamos la 
segunda ecuacion por 4 y la restamos de la tercera, obteniendo asi 


(i) - 2(ii) Oz + 5 y- Iz = 0 

(ii) z - y + 4z = 0 

(iii) - 4(ii) Oz + 15r/ - 21z = 0 


0 5-7 

1 -1 4 

0 15 -21 


M 


En (4), multiplicamos la primera ecuacion por 3 y la restamos de la tercera: 


(!) - 2(H)- 

(ii) 

(iii) + 2(ii) — 3(i) 


Oz + 5y - 7z = 0 
z — y + 4« = 0 
Ox +0y + 0z = 0 


0 5-7 

1 -1 4 
0 0 0 


(5) 


Por ultimo, en (5), multiplicamos la primera ecuacion por 1/5 y, poniendola de primera ecuacion 
en (6), la sumamos a la segunda. Tenemos 


*[(i) - 2(H)) 
*[3(ii) + (i)] 

(iii) + 2(ii) — 3(i) 


Oz + y — 7z/5 — 0 
z + Oy + 13z/5 = 0 
Oz + Oy + Oz =0 


0 1 -7/5 

1 0 13/5 

0 0 0 


W 


Si ahora tomamos para z cualquier reR arbitrario, tenemos como solucion del sistema: 
x = - 13r/5, y = 7r/5, z = r. 
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Resumiendo: del sistema de ecuaciones dado (J) sacamos la matriz A = 
sobre las filas de A Ilegamos a la matriz B = 


1 - 7/5 
0 13/5 
0 0 


2 3 1 
1-1 4 

4 11 -5 


; operando 


; considerando B como una matriz coe- 


ficiente en las mismas incognitas, leemos la solucion del sistema original. Damos ahora trcs problemas 
de espacios vectoriales cuyas soluciones se siguen facilmente: 

Ejemplo 2: (,Es {, = (2, 1,4), (z = (3, -1, 11). = (1,4, -5) una base dc V> (*)? 

Hacemos .r£, + yi 2 + z( t = (2x + 3 y+ z,x - y + 4z.4x + II y - Sz) - 0 - (0.0.0) 
y obtenemos el sistema de ecuaciones (1). Mcdiante la solucion x = - 13/5, y = 7/5, z ■= 1, 
encontramos que {, = (13/5);, — (7/5)4 2 - Asi que el conjunto dado no es una base, lo cual 
naturalmente esU implicado por la matriz (5) que tiene una fila de ceros. 

Ejemplo 3: £E1 conjunto p, = (2, 3, 1), p 2 = (1, -1,4), p, = (4, 11, -5) es una base de V, <*)? 

Los vectores dados son Ios vectores fila dc (3). De los pasos indicados en (5) se deduce 
(iii) + 2(ii) — 3(i) = 0, o sea p 3 + 2p 2 — 3p, = 0. Asi que el conjunto dicho no es una base. 

Nota. Los problemas resueltos en los Ejemplos 2 y 3 son del mismo tipo y los calculos son iden- 
ticos; los procedimientos iniciales, sin embargo, son bien diferentes. En el Ejemplo 2 los vectores da- 
dos constituyen las columnas de la matriz y las operaciones con la matriz implican combinaciones linea- 
les de las componentes correspondientes de estos vectores. En el Ejemplo 3 los vectores dados cons- 
tituyen las filas de la matriz y las operaciones con esta matriz implican combinaciones lineales de los 
vectores mismos. Seguiremos utilizando la notacion del Capitulo 13, en que un vector de V n {&) se 
escribe como una fila de elementos y asi utilizaremos de ahora en adelante el procedimiento del 
Ejemplo 3. 

Ejemplo 4: Demostrar que la transformacion lineal 

- (2,3,1) = Pl 
T: -U -* U,— 1.4) =» 2 
« a - (4, 11. -5) = P3 

de V = V 3 (R) es singular y hallar un vector de V cuya imagen sea 0. 


Se escribe T ■ = 


2 3 1 

1-1 4 

4 11 -5 


Por el Ejemplo 3, p 3 + 2p 2 — 3p, = 0; 


de modo que la imagen de cualquier vector de V es una combinacion lineal de los vectores 
Pi y pi . Luego V T tiene dimension 2 y T es singular, cosa que, desde luego. implica la ma- 
triz (5), que tiene una sola fila de ceros. 

Como 3 p, - 2pi — p 3 


0, la imagen dc t\ = (3, — 2, -1) es 0, esto es. 
(3. -2. -1) 


2 3 

1 -1 
4 11 


1 

4 

-5 


= 0 


Nota. El vector (3, -2, -1) puede considerarse como una matriz 1 x 3; con lo que el producto 
indicado es valido. 

Vease Problema 4. 


TRANSFORMACIONES ELEMENTALES DE UNA MATRIZ 

A1 resolver un sistema de ecuaciones lineales homogeneas con coeficientes en se pueden realizar 
ciertas operaciones con los elementos (ecuaciones) del sistema sin que cambie su solucion o soluciones: 

Se pueden permutar dos ecuaciones cualesquiera. 

Toda ecuacion se puede multiplicar por un escalar cualquiera k =j= 0 de S' . 
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Se puede multiplicar cualquier ecuacion por cualquier escalar y suraarla a cualquier otra 
ecuacion. 

Las operacioncs que csto induce sobre la matriz coeficiente del sistema son las llamadas iransfor- 
maciones elementales de fila siguientes: 

La permutacion de las filas i y j denotada por H tj . 

La multiplicacion de cada elemento de la fila i por un escalar no nulo k y denotada por H t (k). 

La adicion de los elementos de la fila / de k (un escalar) veces los correspondientes elementos 
de la fila j. cosa que se denota por H u (k). 

Despues veremos la utilidad de las transformaciones elementales de columna sobre una matriz que 
enumeramos ahora: 

La permutacion de las columnas / y j denotada por K tJ . 

La multiplicacion de cada elemento de la columna i por un escalar no nulo k, denotada 
por K , (k). 

La adicion a los elementos de la columna i de k (un escalar) veces los elementos correspon- 
dientes de la columna j, lo cual se denota por K tj (&). 

Dos matrices A y B se diran equivalentes por fila ( columna ) si B puede obtenerse de A mediante 
una sucesion de transformaciones elementales de fila (columna). De igual modo se dira que dos ma- 
trices Ay B son equivalentes si B puede obtenerse de A mediante una sucesion de transformaciones de 
fila y columna. Si B es equivalente por fila, por columna, o equivalente a A, escribiremos B ~ A. De- 
jamos al lector la demostracion de que ~ es una relation de equivalencia. 

Ejempk) 5: (a) Demostrar que el conjunto {(1, 2, 1, 2), (2, 4, 3, 4), (1, 3, 2, 3), (0, 3, 1, 3)} no es una base 
de V x ( Q ). (b) Si T es la transformation lineal que tiene los vectores de (a) por imAgenes, en 
su orden, de «„ e 2 , e 4 , (.cuAl es la caracteristica de 7"? (c) Hallar una base de K 4 (Q) que 

contenga un subconjunto maximo linealmente independiente de vectores de (a). 

(a) Utilizando sucesivamente H 2l {-2), // 3l (-l); H l3 (-2), 77 4i (-3); 77, 2 (2), tenemos 



i 

2 

1 

2 


1 

2 

1 

2 


1 

0 

-1 

0 


1 

0 

-1 

0 


2 

4 

3 

4 


0 

0 

1 

0 


0 

0 

1 

0 


0 

0 

1 

0 

A = 

1 

3 

2 

3 


0 

1 

1 

1 


0 

1 

1 

1 

*• 

0 

1 

1 

1 


0 

3 

1 

3 


0 

3 

1 

3 _ 


0 

0 

-2 

°_ 


0 

0 

0 

0 


El conjunto no es una base. 

(b) Utilizando 7/ 12 (l), // 32 ( — 1) en la matriz final obtenida en (a), tenemos 


10-10 


10 0 0 

0 0 10 


0 0 10 

0 111; 


0 10 1 

I 

O 

o 

o 

© 

1 


0 0 0 0 


Y B tiene el niimero maximo de ceros posiblc en una matriz equivalente por fila a A (com- 
probarlo). Como B tiene 3 vectores fila no nulos, V T es de dimension 3 y r T = 3. 

(c) Revisando los pasos dados, se ve que no se ha agregado un multiplo de la cuarta fila a 
ninguna de las otras tres. Asi que los tres primeros vectores del conjunto dado son com- 
binaciones lineales de los vectores fila no nulos de B. Los primeros tres vectores del con- 
junto dado junto con cualquier vector que no sea combinaciOn lineal de los vectores fila 
no nulos de B. como e 2 o t t , por ejemplo, forman una base de V t (Q). 

Considerando las filas de una matriz dada A como un conjunto S de vectores fila de V„ (.F), inter- 
pretense las transformaciones elementales de fila sobre A en terminos de los vectores de S como : 
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Permutation de dos vectores cualesquiera de S. 

Sustitucion de cualquier vector £ e S por un multiplo escalar no nulo ac. 

Sustitucion de cualquier vector c, e S por una combination lineal £, + hq de { y cualquier 
otro vector r; e 5. 


Los ejemplos anteriores ilustran cl 

Teorema III. Las operaciones que preceden efectuadas en un conjunto S de vectores de V„ (Sf ) no 
aumentan ni disminuyen el numero de vectores linealmente independientes de S. 

Veanse Problemas 5-7. 

MATRICES TRIANGULARES SUPERIORES, TRIANGULARES 
INFERIORES Y DIAGONALES 

Una matriz cuadrada A = [a j; ] se dice triangular superior si a u = 0 para /' > j. y se dice triangu- 
lar inferior si a {j = 0 para / < j. Una matriz cuadrada que es simultaneamente triangular superior e 


inferior se llama matriz diagonal. Por ejemplo. 



1 0 0 


-2 0 0 

lar inferior, pero 

0 0 0 

0 0 2 
— _ 

y 

0 3 0 

0 0 1 


1 2 3 


1 0 0 

0 0 4 

0 0 2 

es triangular superior. 

2 3 0 

3 4 5 


es triangu- 


son diagonales. 


Mediante transformaciones elementales, toda matriz cuadrada puede reducirse a una triangular 
superior, triangular inferior y diagonal. 


Ejemplo 6: 


Reducir A = 


1 2 3 

4 6 6 

5 7 8 


sobre Q a triangular superior, triangular inferior y diagonal. 

(o) Con // 2I ( — 4), // 3l (-5); W 32 (-l), obtenemos 

1 2 3 1 2 3 1 2 3 

A = 4 5 6 - 0 -3 -6 - 0 -3 -6 que es triangular superior. 

578 0-3-7 00-1 

(5) Con H I2 (— 2/5), H„(- 5/7); H 12 (-21/10), H a (-1/28) 


A = 


12 3! 


-3/5 0 3/5 


-3/2 0 0 

4 5 6 

- 

3/7 0 2/7 

- 

1/4 -1/4 0 

5 7 8 


5 7 8 


5 7 8 


que es triangular inferior. 


(c) Con H 21 (-4), H 31 <— 5), H 3I (- 1); H 12 < 2/3); H 1S (- 1), W u (- 6) 


A - 

1 2 3 

0 -3 -6 


1 0 -1 

0 -3 -6 


4- — . 

1 0 0 

0-3 0 


0 0-1 


0 0-1 


0 0-1 


que es diagonal. 

Vease tambien Problema 8. 


UNA FORMA CANONICA 

En el Ejercicio 9 demostramos el 

Teorema IV. Toda matriz no nula A sobre if puede reducirse por sucesivas transformaciones ele- 
mentales de fila a una matriz canonica por filas (matriz escalon) C que tiene las propie- 
dades siguientes: 

(i) Cada una de las primeras r filas de C tiene al menos un elemento no nulo; las filas 
restantes, si las hay, consisten en elementos ceros unicamente. 
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(ii) En la fiia /'(/'= 1, 2 r) dc C, el primer elemento no nulo es 1. Numerese j, 

la columna en que esta este elemento. 

(iii) El unico elemento no nulo en la columna numerada j f (i = 1,2 r) es el elemen- 

to 1 de la fila ». 

(iv) j x <h<" < Jr- 


Ejemplo 7: (a) La matriz B del Problema 6, pagina 187, es una matriz canonica por filas. El primer ele- 
mento no nulo de la primera fila es 1 y sc encuentra en la primera columna, el primer ele- 
mento no nulo de la segunda fila es I y se encuentra en la segunda columna, el primer 
elemento no nulo dc la tcrcera fila es 1 y se encuentra en la quinta columna. Asi, pues, 
/i = 1. Ji = 2, j 3 = 5 y se cumple j, < j 2 < j,. 

(b) La matriz B del Problema 7, pagina 187, no cumple la condicidn (iv) y no es, por tanto, 


una matriz canonica por filas. Pero se la puede reducir a 


1 0 
0 1 
0 0 
0 0 
0 0 


0 1 

0 -1 

1 1 

0 0 

0 0 


= C, 


que es una matriz canonica por filas. mediante las transformacioncs clementales de fila 
H i 2 .H is . 

En el Problema 5, pagina 186, la matriz B es una matriz canonica por filas; es tambien la matriz 
unidad de orden 3. La transformacion lineal A es regular y asi tambien llamaremos regular la matriz A. 
Asi, pues. 


Una matriz cuadrada dc orden n es regular si, y solo si, es equivalente por fila a la matriz 
unidad 

Toda matriz cuadrada de orden n no regular se dira singular. Los terminos singular y regular jamas se 
emplean si la matriz es de orden m x n con m f n. 

La caracteristica de una transformacion lineal A es el nfimero de vectores linealmente indepen- 
dientes en el conjunto de vectores imagen. La caracteristica de la transformacion lineal A la llamare- 
mos caracteristica dc fila de la matriz A. Asi que 

La caracteristica de fila de una matriz m x n es el numero de filas no nulas en su matriz ca- 
nonica por filas equivalente. 

Desde luego no se precisa reducir una matriz a forma canonica por filas para determinar su caracteris- 
tica. Por ejemplo, la caracteristica de la matriz A del Problema 7 se puede obtener tan facilmente de 
B como de la matriz canonica por filas C del Ejemplo 1(b). 

TRANSFORMACIONES ELEMENTALES DE COLUMNA 

Partiendo de una matriz A y utilizando solamente transformacioncs elementales de columna, po- 
demos obtener matrices llamadas equivalentes por columna de A. Entre estas hay una matriz canonica 
por columnas D cuyas propiedades son precisamente las obtenidas al intercambiar «fila» y «columna» 
en las propiedades pnumeradas para la matriz canonica por filas C. Se define como caracteristica de 
columna de A el numero de columnas de D que tienen al menos un elemento distinto de cero. Lo unico 
que aqui nos interesa es el 

Teorema V. La caracteristica de fila y la caracteristica de columna de toda matriz A son iguales. 

Para una demostracion, vease el Problema 10. 

Como consecuencia, definimos 

La caracteristica de una matriz es su caracteristica de fila (columna). 

Sea una matriz A sobre S de orden m x n y caracteristica r reducida a su forma canonica por 
filas C. Entonces, utilizando el elemento 1 que aparece en cada una de las primeras r filas de C y me- 
diante transformaciones apropiadas del tipo K u (/c), C puede reducirse a una matriz cuyos unicos ele- 
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mentos distintos de cero son estos 1. Por liltimo, por transformaciones del tipo K,,, estos 1 se pueden 
llevar a ocupar las posiciones diagonales en las primeras r filas y r columnas. La matriz que resulta 
denotada por N, se llama forma normal de A. 

EJemplo 8: 

(a) En el Problems 4 tenemos 


1 

2 2 

o n 


1 

0 

4 

-2 

2 

5 3 

1 


0 

1 

-1 

1 

3 

■'J* 

OO 

2 


0 

0 

0 

0 

2 

7 1 

3 



0 

0 

0 


Usando AT 3 ,( — 4), AT <t (2); A 32 (l ), AT 42 ( — 1 ) sobre C, obtenemos 


1 

0 

4 

-2 


1 

0 

0 

0 


1 

0 0 0 

0 

1 

-1 

1 


0 

1 

-1 

1 


0 

1 0 0 

0 

0 

0 

0 


0 

0 

0 

0 


0 

0 0 0 

0 

0 

0 

0 


0 

0 

0 

0 


0 

0 0 0 


, la forma normal 


(b) La matriz B es la forma normal de A en el Problema 5. 

(c) Para la matriz del Problema 6 obtenemos, mediante las transformaciones elementales de columns apli- 
cadas a B, AT 31 (-4), /C 32 (I), AT 42 (-2); K ls 


1 

0 

4 

0 

0 


1 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

-1 

2 

0 

- 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 


0 

0 

1 

0 

0 


Nota. Por estos ejemplos se podria pensar que al reducir A a su forma normal hay que aplicar 
primero transformaciones de fila y luego exclusivamente transformaciones de columna. Pero este or- 
den no es necesario. 

Vease Problema 11. 

MATRICES ELEMENTALES 

La matriz que resulta de aplicar una transformacion elemental de fila (columna) a la matriz uni- 
dad 1„ se llama matriz fila (columna) elemental. Toda matriz fila (columna) elemental se denotara por 
el mismo simbolo que se emplea para denotar la transformacion elemental que produce la matriz. 

Ejemplo 9: 


Si es I = 


0 0 1 

0 1 0 

— ^13* ^2^) — 

^1 0 0 

0 k 0 

= K 2 (k), H,Jk) = 

1 0 0 

0 1 k 

1 0 0 


0 0 1 


0 0 1 


Por el Teorema III tenemos 
Teorema VI. Toda matriz elemental es regular. 

y 

Teorema VEL El producto de dos o mas matrices elementales es regular. 

De aqui se deduce facilmente 

Teorema VIEt. Para hacer una transformacion elemental de fila (columna) H (K) sobre una matriz A 
de orden m x n, hagase el producto H ■ A (A ■ K) donde H ( K ) es la matriz que se 
obtiene por la transformacion H ( K ) sobre /. 
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Las matrices H y K del Teorema VIII no llevan indicacion de su orden. Si A es de orden m x n, 
un producto tal como el H 13 ■ A ■ K 23 {k ) ha de implicar que H l3 es de orden m en tanto que K 23 (k) es 
de orden n, ya que de otra manera el producto indicado no tendria sentido. 


Ejemplo 10: Dada A = 


12 3 4 
5 6 7 8 
2 4 6 8 


sobre Q, cakular 


(o) H, 3 -A = 


(t» H,(-3)-A = 


(e) A ■ K„(-4) = 


0 0 1 


12 3 4 


2 4 6 8 

0 1 0 

• 

5 6 7 8 


5 6 7 8 

1 0 0 


2 4 6 8 


12 3 4 


-3 0 0 
0 1 0 
0 0 1 

12 3 4 
5 6 7 8 
2 4 6 8 


12 3 4 
5 6 7 8 
2 4 6 8 


10 0-4 
0 10 0 
0 0 10 
0 0 0 1 


-3 -6 -9 -12 
6 6 7 8 

2 4 6 8 


2 3 0 

6 7 -12 

4 6 0 


Supongase ahora que H u H 2 , y K u K 2 , .... K, son sucesiones de transformaciones ele- 
mentales que, realizadas en el orden de sus subindices sobre una matriz A, la reducen a B, es decir, 

H.- ...-Hi- A- KfK t ‘ ...'K, = B 
Entonces, definiendo S = H s - . . . ■ H 2 ' H, y T = K 3 ■ K 2 ■ . . . • K, tenemos 

S-A-T = B 

Con lo que A y B son matrices equivalentes. La demostracion del reciproco 

Teorema IX. Si A y B son matrices equivalentes, existen matrices regulares S y T tales que 
S • A • T = B. 

se dari en la seccion siguiente. 

Como consecuencia del Teorema IX, tenemos 

Teorema IX'. Para toda matriz A existen matrices regulares S y T tales que S ■ A • T = N, la forma 
normal de A. 

Ejemplo 11: Hallar matrices regulares S y T sobre Q tales que 


S • A • T = S 


2 -1 
8 2 


T = N, la forma normal de A . 




. - 

1 2 -1 


1 0 0 

Con H 21 (-3). H,i(— 4), 2), «„<!). hallamos A = 

3 8 2 

- 

0 2 5 


fl 0 0 


4 9-1 


0 1 3 


con Hjjl-l), obtenemos A ~ 
Asi, pues, 


1 0 0 
0 1 0 
0 0 1 


0 1 2 
0 13 


Entonces. 


y, por ultimo, // 32 ( — 1), K }2 {-2) dan la forma normal 


«32(-l) • 1) • « 31 (-4) • H u {- 3) • A • K 21 (-2) • Kji(l) • K n (- 2) 


'o 

o 

1 


1 0 0 


10 0 


1 0 0 


1-2 0 


r 

i— ( 

o 

rH 

1 


1 0 0 

0 1 0 

0 -1 1 

■ 

0 1 -1 

0 0 1 

_ _ 

■ 

0 10 

-4 0 1 

■ 

-3 10 

0 0 1 

■A- 

0 10 

0 0 1 


0 1 0 

0 0 1 

* 

0 1 -2 

0 0 1 
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1 0 0 


1 

r-4 

1 

CQ 




1 -2 6 


1 0 0 

11-1 

• 

CM 

oo 

CO 

• 

0 1-2 

= 

0 10 

1 

Cl 

H 

l 

«o 

1 

1 


4 9 -lj 


0 0 1 
_ J 


0 0 1 


He aquf otro procedimiento: empezaraos con 

el cuadro 


1 

0 

0 


0 

1 

0 


0 

0 

1 


1 

2 

-1 1 0 

0 

Is 3 

8 

2 0 1 

0 

a- 

li 

u 

9 

-10 0 

1 


y procedemos a reducir A a /. A1 hacer esto, cada transformation de fila se aplica a las Bias de seis elemen- 
tosy cada transformation decolumnase aplica alas columnasde seis elementos. Mediante // 3 ,( — 3), // 3 ,( — 4); 
A*i(-2k *„(!): H 32 (- 1); AT 32 ( — 2) obtenemos 


1 0 0 

0 1 0 

0 0 1 

1 2-1 1 0 0 

3 8 2 0 1 0 

49-1001 


1 0 0 
0 1 0 
0 0 1 
12-110 
0 2 6 -3 1 

018-40 


1 -2 1 

0 1 0 

0 0 1 

0 10 0 1 

0 026-3 

1-0 1 3-4 


0 0 
1 0 
0 1 


1 -2 1 

0 1 0 

0 0 1 

10 0 10 0 
01211-1 
- 0 1 3-4 0 1 - 

y 5 • A • T = /, como antes, 


1 -2 1 
0 1 0 
0 0 1 

10 0 10 0 
01211-1 
0 0 1-5-1 2 


1 -2 6 
0 1 -2 
0 0 1 

10 0 10 0 
01011-1 T 
0 0 1-6-1 2 = ! S 

Vease tambien Problema 12. 


INVERSAS DE MATRICES ELEMENT ALES 

Para cada una de las transformaciones elementales hay una transformacibn inversa, es decir, una 
transformation que deshace lo hecho por la transformacibn elemental. Expresadas por transformatio- 
ns elementales o por matrices elementales, hallamos 

V = Kil 
Kr'(k) = K,(l/k) 

K"'(k) = Kii(-k) 

Teorema X. La inversa de una transformation elemental de fila (columna) es una transformation 
elemental de fila (columna) de igual orden. 


Asi, pues, 


H 7‘ = H, 

Hr i (k) = Hi(i/k) 
HH'(k) = Hi,(-k) 


y 

Teorema XI. La inversa de una matriz fila (columna) elemental es regular. 


En el Ejercicio 13 demostramos 

Teorema XII. La inversa del producto de dos matrices A y B, cada una de las cuales tiene inversa, 
es el producto de las inversas en orden inverso, es decir, 

(A-B)-' = B~ l • A~ l 
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El Teorema XII se puede generaiizar de inmediato a la inversa del producto de cualquier numero 
de matrices. En particular tenemos: 

si S = H,- ... ■ Hf H> es S~ l = HZ' • H; 1 • . . . • H7 l , 

si T = KfKf es T~' = K7 l • . . . • K~' • ATf' . 

Supongase A de orden m x n. Por el Teorema IX’ existen matrices regulares S de orden myfde 
orden n tales que S ■ A • T = N, la forma normal de A. Entonces, 


A = S~'(S-A-T)T-' = S~ l • N • T~' 

En particular tenemos 


Teorema XIII. Si A es regular y si S • A • T = /, entonces 

A = S~ l • t~ i 

esto es, toda matriz regular de orden n se puede expresar como producto de matrices 
elementales del mismo orden. 

Ejemplo 12: En el ejemplo 11 tenemos 


S = H m <- 1) • H„(-l) • «3i<-4> • H 21 (-3) y T = K 2i (-2) ■ K 31 < 1) • K 32 (- 2) 

Entonces. 

S-> = = »(,«)• « M (4) • ff a (l) • Had) 


1 0 0 

3 1 0 

• 

r 

1 0 0 

0 1 0 

. 

1 0 0 

0 1 1 

. 

1 0 0 

0 1 0 


1 0 0 

3 2 1 

0 0 1 


4 0 lj 


0 0 1 

• 


0 1 1 

— J 


4 1 1 


T ~ 1 = K 31 (2) ■ /C 3I (-1) • K 2 ,(2) = 

1 0 0 

0 1 2 


1 0 -1 

0 1 0 


1 2 0 

0 10 


1 2 -1 

0 12 


0 0 1 


0 0 1 


0 0 1 


0 0 1 


1 

0 

0 


1 

2 

-r 


1 

2 

-1 

3 

2 

1 

• 

0 

1 

2 

= 

3 

8 

2 

4 

1 

1 


0 

0 

1 


4 

9 

-1 


Supongase que ^ y B sobre & de orden m x n tienen la misma caracteristica. Tienen entonces la 
misma forma normal N y existen matrices regulares S t , T t ; S 2 , T 2 tales que S l AT 1 = N = S 2 BT 2 . 
Mediante las inversas Sf‘ y 77 1 de S, y T, obtenemos 


a = s;' ■ s 1 at 1 -t; 1 = sf • sjtTfTr 1 = (s:'-s 2 )B(t 2 -t; 1 ) = S-B-T 
Asi que A y B son equivalentes. Dejamos la reciproca al lector y enunciamos el 

Teorema XIV. Dos matrices Ay B sobre & de orden m x n son equivalentes si, y solo si, tienen la 
misma caracteristica. 


INVERSA DE UNA MATRIZ REGULAR 

La inversa A~ l , si existe, de una matriz cuadrada A tiene la propiedad 

A -A ’ 1 = A' 1 -A = I 

Como la caracteristica de un producto de dos matrices no puede exceder la caracteristica de ninguno 
de los factores (vease Capltulo 13), tenemos 

Teorema XV. La inversa de una matriz A existe si, y solo si, A es regular. 

Sea A regular. Por el Teorema IX’ existen matrices regulares Sy T tales que S • A • T = /. Enton- 
ces, A = S~ l • T~ l , y por el Teorema XII, 

A-' = (, S~'-T = T-S 
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Ejemplo 13: 

Mediante los resultados del Ejemplo 11, hallamos que 


A-' = T-S = 

1-2 5 

0 1-2 

. 

10 0 

11-1 


-26 -7 12 

11 3 -5 


0 0 1 


-5 -1 2 


-5 -1 2 


A1 calcular la inversa de una matriz regular, es mas simple utilizar solamente transformaciones 
elementales de fila. 

Ejemplo 14: 

Hallar la inversa de A — 
mentales de fila. 


Tenemos 



1 

2 

-1 

' 1 0 0 ' 



2 

-1 

1 

O 

© 


1 

2 

-1 1 

0 0 

[A /] = 

3 

8 

2 

10 10 

- 

c 

> 

2 

5 

-3 

1 0 


0 

1 

3 -4 

0 1 


4 

9 

-1 

0 0 1 


L c 

1 

1 

3 

-4 

0 1 


0 

2 

5 —3 

1 0 




0-7 9 

o - 

2 



1 

0 

0 -26 

-7 

12 





~ 

0 

1 3 -4 

0 

1 


- 

0 

1 

0 11 

3 - 

-5 

= 

(/ A- 

■I- 



L ° 

«-* 

1 

o 

1 - 

2 



0 

0 

1 -5 

-1 

2 





Vease tambien Problema 14. 


2 -1 
8 2 
9 -1 


del Ejemplo 11 utilizando solamente transformaciones ele- 


POLINOMIO MINIMO DE UNA MATRIZ CUADRADA 

Sea A j= 0 una matriz de orden n sobre & . Como A e el conjunto {/, A, A 2 A" 1 } 

es linealmente dependiente y existen escalares a 0 , a„ a 2 , . . . , a n! no fodos nulos tales que 

</>(A) = ctol + cii A + 02 A 2 + • • • + a„jA " 2 = 0 

En esta seccidn nos ocuparemos del polinomio monico m(\)e&[X] de grado minimo tal que 
m(A) = 0. Es claro que o bien m(X) = 4>{X) o bien m(X) es un divisor propio de 4>{X). En uno u otro caso 
m(X) se dira polinomio minimo de A. 

El procedimiento mds elemental de obtener el polinomio minimo de A ^ 0 es el siguiente : 

(1) Si A = a 0 I, a 0 e entonces m(X) = X - o 0 . 

(2) Si A ^ al, para todo osf, pero A 2 = a,A + a 0 I con a 0 , a, 6 entonces m(X.) = X 2 - a,X - a 0 . 

(3) Si A 2 + aA + bl para todo a,be&, pero A 3 = a 2 A 2 + a,A + a 0 I con o 0 , a„ a 2 e & , entonces 
m(X) = X 3 — a 2 X 2 — o,X. — a 0 . 

y asi sucesivamente. 


Ejemplo IS: 

Hallar el polinomio minimo de A 


Como A i= a 0 I para todo a 0 e Q, 


12 2 
2 12 
2 2 1 


sobre Q. 


A 2 = \ 

9 8 8 

8 9 8 

- a, 

- - 

1 2 2 

2 1 2 

+ a o 

10 0 

0 10 



a ( + Oo 2aj 2 dj 

2a, a, + a 0 2a, 


8 8 9 


2 2 1 


0 0 1 


2a, 2a, a, + a 0 


Despues de verificar cada termino, concluimos que A 2 = 4A + 5/ y el polinomio minimo es X 2 — 4X - 5. 

Vease tambien Problema 15. 
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El Ejeraplo 15 y el Problems 15 sugieren que el termino constante del polinomio minimo de A 0 
es distinto de cero si, y solo si, A es regular. Un segundo procedimiento para calcular la inversa de una 
matriz regular se desprende entonces de aqui. 


Ejemplo 16: Hallar la inversa A~ l , sabiendo que el polinomio minimo de A 
plo 15) es X 1 - AX - 5. 


12 2 
2 1 2 
2 2 1 


(vease Ejem- 


Como A 1 - 4A - 51 = 0, tenemos, tras multiplicar por A~‘, A - 4/ - 5 A~‘ = 0; 


luego A -1 = J(A - 4/) 


-3/5 2/5 2/5 

2/5 -3/5 2/5 

2/5 2/5 -3/5 


SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES 

Sean un cuerpo dado y las indeterminadas x lt x 2 , . . . , x„. Por forma lineal sobre $■ en las n in- 
determinadas, se enliende un polinomio del tipo 

axi + 6x 2 + • • • + px„ 

en que a, b, . . . , p e & . Considerese ahora un sistema de m ecuaciones lineales 


dull 

+ 

a 12X2 + • 

• • + a,„x„ 

- h, 

dux, 

+ 

0,22X2 + • 

• • + a 2n x„ 

= h 2 

OmlXl 

+ 

OmlX-i + • 

■ ■ + dmnXn 

— hm 


en el que tanto los coeficientes a f} como los terminos constantes A, son elementos de & . Es de notar que 
el signo de igualdad en (7) no se puede interpretar como en los capitulos anteriores, ya que en cada 
ecuacion el segundo miembro esta en 3F , pero el primero no. Siguiendo la practica corriente, escribi- 
mos (7) para indicar que se buscan elementos r lf r 2 , . . . , r n e & tales que al remplazar los x l por los 
r, (j = 1, 2, . , . . , n) el sistema se compondra de igualdades entre elementos de Un conjunto semejante 
de elementos r, se dice solucion de (7). 

Denotese por A = [ay], (t = 1, 2, . . . , to; j = 1,2, . . . , n) 

la matriz coeficiente de (7) y por S = {£,, £ 2 > • • - . {,„} el conjunto de vectores fila de A. Como los 
son vectores de V„ (&), el numero de vectores linealmente independientes en S es r ^ n. Sin perder 
generalidad, podemos (y asi.Io haremos) suponer que estos r vectores linealmente independientes cons- 
tituyen las primeras r Bias de A, lo cual, en efecto, lo mds que exige es escribir las ecuaciones de (7) 
en orden diferente. 

Supongase ahora que hemos hallado un vector p = (r,,r 2 rje (8F) tal que 

f, • P = K> t r -P =h r 

Como cada i, (i = r + 1, r + 2, . . . , m) es combinacion lineal con coeficientes en de los r vectores 
linealmente independientes de A, se sigue que 

t r +rP = K*f tr*l-P = K*l tm’P =h m ( 8 ) 

y x, = r„ x 2 = r 2 , . . . , x„ = r„ es una solucion de (7) si, y solo si, en (5) cada h t es la misma combi- 
nacion lineal de h y , h 2 , . . . , h r que es del conjunto i 2 < ■ ■ ■ < (r> es decir, si, y solamente si, la ca- 


racteristica de fila de la matriz aumentada [A H\ = 


an 

Oil . . 

. a,„ 

hi 


02 1 

Oi2 

. 02n 

hi 

es tambien r. 

a m i 

dm 2 . . 

> • dmn 

hm 




CAP. 14] 


MATRICES 


179 


Hemos demostrado asi el 

Teorema XVI. Un sistema (7) de m ecuaciones lineales en n incognitas tiene solution si, y solo si, 
la caracteristica de fila de la raatriz coeficiente A y la de la matriz aumentada [A 77] 
del sistema son iguales. 

Supdngase que A y [A If] tienen igual caracteristica de fila r < n y que [A H] se ha reducido a 
su forma canonica de fila 


1 

0 

0 

... 0 

Cl.r+I 

Cl.r + t 

... Cl* 

k, 

0 

1 

0 

... 0 

C2.r.l 


... Cin 

k 2 

0 

0 

0 

... 1 

Cr.r* 1 

Cr.rt 1 

• . . Cm 

kr 

0 

0 

0 

... 0 

0 

0 

... 0 

0 

0 

0 

0 

... 0 

0 

0 

... 0 

0 


Dense valores arbitrarios s r+i , s , +2 , ... ,s, eP a x r+l , x r+2 , . . ., entonces, 


Xi = 

fc. 

~ Ci,r + 1 " 8r+ 1 

— Ci.r + 2 ‘ 8 r+ 2- * ' 

' • — Cln ‘ Si 

x 2 = 

ki 

C2.r+ l* Sr + \ 

~ Ci.r t 2 * Sr 4 2 — * 

• - Cln- s, 

Xr — 

kr 

Cr.r + 1 * Sr* l 

— Cr.r* 2 * Sr *2 — * ’ 

• — Cm'S, 


quedan univocamente determinadas. Tenemos 

Teorema XVI'. En un sistema (7) en el cual la caracteristica comiin de fila de A y [,4 //] es r < n, 
se pueden dar valores arbitrarios en a n — r incognitas y entonces las restantes r 
incognitas quedan univocamente determinadas en funcidn de estas. 

Sistemas de ecuaciones lineales no bomogeneas. 

El sistema (7) se llama de ecuaciones lineales no homogeneas sobre & si no todos los h, = 0. Para 
saber si un tal sistema tiene o no una solution y como se halla la solution (soluciones), si existe, proce- 
demos a reducir la matriz aumentada [A H] del sistema a su forma canonica de fila. Las distintas po- 
sibilidades se ilustran en los ejemplos que siguen. 

Ejemplo 17: 

1 a:, + 2* 2 — 3* 3 + *., = 1 
2a:, — * 2 + 2* 3 - * 4 = 1 sobre Q. 

4*| + 3* 2 — 4*., + * 4 = 2 

Tenemos 



1 

2 

-3 

1 

1 


1 

2 

-3 

1 

1 


1 

2 

-3 

1 

1 

[A H\ = 

2 

-1 

2 -1 

1 

- 

0 

-5 

8 

-3 

-1 

- 

0 

-5 

8 

-3 

-1 


4 

- 

3 

-4 

1 

2 


0 

-5 

8 

-3 

-2 


0 

0 

0 

0 

-1 


Si bien feta no es la forma canonica de fila, vemos, en seguida, que 
r A = 2 < 3 = r u 

y el sistema es incompatible, es decir, carece de solucidn. 

Ejemplo 18: 

[ *, + 2* 2 - * 3 = “I 

Considerese el sistema < 3*, + 8* 2 + 2* 3 = 28 sobre Q. 

* 1.4*, + 9*2 - *3 = 14 
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Tenemos 


[A H\ = 


1 2 -1 

3 8 2 

-ll 

28 


1 2 -1 

0 2 5 

-1 

31 

. 

1 2 -1 

0 1 3 

-1 

18 

1 

CO 

1 

14 


0 1 3 

18 


0 2 5 

31 


1 

0 -7 

-37 


1 

0 

0 

-2 

0 

1 3 

18 

- 

0 

1 

0 

3 

0 

0 -1 

-6 


0 

L 

0 

1 

6 


Aqui, r A = r (A ^ = 3 = n 

Ejemplo 19: 

Considerese el sistema 

✓ 

Tenemos 


|A H] = 


3 = numero de incdgnitas. Hay una tinica solucion: x, = -2, x 2 = 3, x 3 = 5. 


*i + *2 + *3 + *4 + *5—3 

2*! + 3*2 + 3*3 + * 4 - *s = 0 sobreg, 

-*, + 2*„ - 6*3 + 2*4 - * s = 1 

3*, — * 2 + 2*3 — 3*4 — 2*5 = -1 


1 

1 

1 

1 

1 

3 


1 

1 

1 

1 

1 

3 

2 

3 

3 

1 

-1 

0 


0 

1 

1 

-1 

-3 

-6 

-1 

2 

-5 

2 

-1 

1 


0 

3 

-4 

3 

0 

4 

3 

-1 

2 

-3 

-2 



0 

-4 

-1 

-6 

-5 

-10 


0 

0 

2 

4 

9 

1 

0 

0 

2 

4 

— 

9 


1 

1 

-1 

-3 

-6 

0 

1 

1 

-1 

-3 

-6 


0 

-7 

6 

9 

22 

0 

0 

-1 

-14 

-25 

-46 


0 

3 

-10 

-17 

-34 

0 

0 

3 

-10 

-17 

-34 


0 

0 

2 

4 

9 

’ 1 

0 

0 

2 

4 

9 


1 

1 

-1 

-3 

-6 

0 

1 

0 

-15 

-28 

-52 


0 

1 

14 

25 

46 

0 

0 

1 

14 

25 

46 


0 

3 

-10 

-17 

-34 

0 

0 

0 

-52 

-92 

-172 


0 

0 

2 

4 


, 1 

r ~ 

1 

0 

0 

0 

6/13 

31/13 

1 

0 

-16 

-28 

-52 

0 

1 

0 

0 - 

- 19/13 

- 31/13 

0 

1 

14 

26 

46 

0 

0 

1 

0 

3/13 

- 4/13 

0 

0 

1 

23/13 

43/13 


0 

0 

1 

23/13 

43/13 


Aqui A y [A H ] tienen ambas caracterislica 4; cl sistema es compatible, es decir, tiene una o mas soluciones. 
A diferencia del sistema del Ejemplo 18, la caracterislica es menor que el numero de incognitas. Abora bien. 


cl sistema dado es equivalente a 


*■ + ^*5 = 31/13 
*2 — {if *5 = - 31/13 
*3 + Tt *5 = - 4/13 
x 4 +ti|* 5 = 43/13 


y es claro que si damos a x, cualquier valor 


re Q, entonces x, = (31 — 6r)/13, x 2 = ( — 31 + I9r)/13, x 3 = (—4 — 3r)/I3, x 4 = (43 — 23r)/13, x 5 = r 
es una solucion. Por ejemplo, x, = 1, x 2 = 2. x 3 = —1, x 4 = -2. x, = 3 y x, = 31/13, x 2 = —31/13, 
x 3 = —4/13, x 4 = 43/13, x 5 = 0 son soluciones particulares del sistema. 

Veanse tambien Problemas 16-18. 

Estos ejemplos y problemas ilustran el 

Teorema XVII. Un sistema de ecuaciones lineales no homogeneas sobre en n incognitas tiene una 
solucion en J* si, y solo si, la caracterlstica de su matriz coeficiente es igual a la carac- 
teristica de su matriz aumentada. Si la c#racteristica comun es n, el sistema tiene una 
solucion unica. Si la caracterlstica comiin es r < n, se pueden dar valores arbitrarios 
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en & a n — r de las incognitas y entonces las restantes r incognitas quedan univoca- 
mente determinadas en funcion de estas. 

Si m = n en el sistema (7) poderaos proceder como sigue: 

Escribase el sistema en forma matricial | “ 2 ‘ | | x * | = | | 0 bien en forma 


a,, <ii2 . . 

. . Oi„ 


X, 


h . 

Q21 d22 - • 

. . a 2 „ 

. 

Xi 

= 

hz 

CLn\ CL n 2 . . 

> • dnn 


J'J 


h„ 


(>) 


mas compacta, A • X = H donde X es la matriz n x 1 de incognitas y H es la matriz n x 1 de ter- 
minos constantes. 

(ii) Procedase Con la matriz A como al calcular A~‘. Si durante el proceso se obtiene una fila o co- 
lumna de elelpentos nulos, A es singular y hay que comenzar de nuevo con la matriz [A H~\ como 
en el primer procedimiento. Pero si A es regular con inversa A~‘, entonces A~'(A ■ X) = A~ l ■ H 
y X= A'' H. 


Ejemplo 20: 

Para el sistema del Ejemplo 18 tenemos, por el Ejemplo 14, A ~ 1 = 


X = 


antes. 


*1 


-26 

-7 12 


~ — 

-1 


-2 

*2 

= A-' ■ H = 

11 

3 -5 

• 

28 

= 

3 

*3J 

• 

-5 

-1 2 


14 


5 


-26 -7 12 
11 3 -5 

-5 -1 2 


entonces 


y obtenemos la solucion ilnica como 


Sistemas de ecuaciones lineales homogeneas. 

El sistema (7) se llama de ecuaciones lineales homogeneas si 'todo h , = 0. Como entonces la carac- 
teristica de la matriz coeficiente es la misma que la de la matriz aumentada, el sistema tiene siempre 
una o mds soluciones. Si la caracteristica es n, entonces la solucidn trivial x, = x 2 = ■ • • = x„ = 0 
es la unica solucion; si la caracteristica es r < n, el Teorema XVI' asegura la existencia de soluciones 
no triviales. Tenemos el 

Teorema XVm. Un sistema de ecuaciones lineales homogeneas sobre !F en n incognitas tiene siempre 
la solucion trivial x, = x 2 = ■ • • = x, = 0. Si la caracteristica de la matriz coefi- 
ciente es n, la solucion trivial es la unica solucion; si la caracteristica es r < n, se 
pueden dar valores arbitrarios en & a n — r de las incognitas y las restantes r in- 
cdgnitas quedan univocamente determinadas en funcion de estas. 


Ejemplo 21: Resolver el sistema 


i, + 2 x, — x 3 = 0 
3z, + 8ar 2 + 2x 3 = 0 sobre Q. . 
4*i + 9*2 - *3 = 0 


Por el Ejemplo 18, A ~ l 3 . Asi, pues, *, = x 2 = = 0 es la unica solucion. 

I x, + * 2 + * 3 + *4 = 0 

2*, + 3*2 + 2*3 +*4 = 0 sobre Q . 

3*i + 4*2 + 3*3 + 2*4 = 0 


de caracteristica 2 


Haciendo x 3 = s, *4 = t con v, t e Q. obtenemos las soluciones pedidas asi: = —.1 — 2 1 , 

Vease tambien Problema 19. 


Tenemos 

r ~ 

1111 


1 

1 1 1 


10 12 

A = 

2«3 2 1 

3 4 3 2 


0 

0 

1 0 -1 

1 0-1 

‘ 

0 10-1 

0 0 0 0 
_ J 
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DETERMINANTS DE UNA MATRIZ CUADRADA 

A cada matriz cuadrada A sobre & se puede asociar un elemento unico a e &. Este elemento a , 
llamado deierminante de A, se denota bien por det A o bien por |/l|. Considerese la matriz cuadrada 
de orden n 


Oil 

012 

Ol3 

. . din 

021 

022 

023 

. . 0 2 , 

0.31 

032 

033 

. . 0 3 , 

0,1 

0,2 

0,3 

. . dnn 



y un producto 


Oil, a « 2 ®«3 • • ■ 


de n de sus elementos tornados de tal manera que de cada fila hay uno, y solo uno, y de cada columna 
uno, y solo uno. Notese que los factores en este producto estSn ordenados de modo que Jos Indices de 

fila (primeros subindices) aparecen en el orden natural, 1, 2, 3 n. La sucesidn de los indices de 

columna (segundos subindices) es una permutation 


p O',* iv is’ in) 

de los digitos 1, 2, 3, .... n. Para esta permutation, definase e„ = + 1 o — 1, segiin que p sea par o 
impar, y fdrmese el producto provisto de signo 


(a) < 0 a, a 2)J a 3 , 3 . . . a nj „ 

El conjunto S„ de todas las permutaciones de n simbolos contiene n! elementos; de modo que se pue- 
den formar n\ productos distintos del tipo (a). El determinante de A se define como la suma de estos 
n! productos dotados de signo (llamados terminos de |-4|), es detir, 


(b) |A| - 2 <<• On, °2)2 ° 3 '3 • • • O"'. 


Ejemplo 23: 

(i) 


(ii) 


<*ll °12 ! 
°21 “22 


— <12<<11<I22 + <21°12 a 21 — °ll a 22 <*12 a 2! 


Asi, pues, el determinante de una matriz de orden 2 es el producto de los elementos diagonales 
de la matriz menos el producto de los elementos que no estan en la diagonal. 


= 'I23 a ll«22«33 + •\W a \i<H3 a 32 + <2l3 a l2 a 21 a 33 

+ <23I«I2«23®31 + <312°13 a 2l“32 + <321®13 a 22 a 3l 
= O, |022«33 _ «ll a 23«32 _ a 12 a 21 a 33 + “l2«23 a 3l + “l3 o 21 0 32 — a 13 a 22°31 
= a, ,(0220], - 0230,2) — “l2(“21 0 33 _ «23«3l) + 0 13(«21 0 32 ~ a 22°3l) 

= “11 


“n 

“12 

“13 

“21 

“22 

“23 

“31 

“32 

“33 


“22 

“23 

“21 

— 0,2 

“23 

+ “l3 

“21 

“22 

“32 

“33 

“31 

“33 

“31 

“32 


= (-l) , + , < 


“22 “23 

“32 “33 

t 


+ <-l> ,+! “,. 


“21 “23 

“31 “33 


+ (- l ) 1 * 3 “13 


“21 “22 
“31 “32 


llamado desarrollo del determinante con respecto a su primera fila. Se deja al lector hacer el 
desarrollo con respecto a cada fila y cada columna. 
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PROPIEDADES DE LOS DETERMIN A NTES 

En toda esta seccion, A es la matriz cuadrada de orden n cuyo determinante | A | viene dado por ( b ) 
de la seccion precedente. 

De ( b ) se sigue facilmente 

Teorema XIX. Si cada elemento de una fila (columna) de una matriz cuadrada A es cero, entonces 

Ml = o. 

Teorema XX. Si A es triangular superior (inferior) o diagonal, entonces \A\ = a n a 22 a 33 ■ ■ ■ a„„, 
producto de los elementos diagonales. 

Teorema XXI. Si B se obtiene de A multiplicando su fila i (columna /) por un escalar no nulo k es 

Ml = *14 

Veamos ahora (a) con mds detalle. Como p es una aplicacion d eS = {1, 2, 3, . . . , n{ en si mismo, 
se puede expresar (v6ase Capitulo 1) como 

P : lp = 2 P = j v 3 P = .... n P = j n 

Con esta notacidn, (a) toma la forma 

(&') «P ®l.lp 02.2p ®3.3P • • • Hn.no 

y ( b ) toma la forma 

(b') Ml = 2 ‘r °i.i» ® 2.2 o Hi.ip . . . dn.no 

n 

Como S„ es un grupo, contiene la inversa 

p' 1 : i,p~ l = 1. J\p~ l = 2, j 3 p-' = 3, .... /„p-‘ = n 
de p. Ademas, p y p ~ 1 son ambas impares o ambas pares. Asi, pues, (a) se puede escribir como 

‘p-| a i 2 »-‘.i a a i a g->.i, • ■ • 

y despues de reordenar los factores para que los indices de columna queden en orden natural, como 

( U ) *»"' a lp-l.l a 2p-',2 a 3p~l.3 • • • ®np-'.n 

y (b) como (&") |A| = Y a,,-.., a*-.., a*-,., ... 

®n 

Para toda matriz cuadrada ^ se define la iranspuesla de /I, denotada por A T como la ma- 

triz que se obtiene intercambiando las filas y columnas de A. Por ejemplo. 




an 

Oi2 

ai3 


on 

021 

031 

si 

A = 

an 

a 2 2 

023 

entonces A T = 

Ol2 

022 

032 



_<Tll 

032 

033 


Ol3 

023 

033 


Escribamos, pues, A T = [aj] donde aj = a jt para todo i y jF. Entonces el termino de \A T \ 

<p al.j 2 ali 3 . . . al. ln - < 0 a,,., a, 2 . 2 o j3 , 3 . . . a, n . n 

' «(, ®1». l ®2 p. 2 t*3p,3 ■ • • ®np,n 

es por ( b ") un termino de \A\. Como esto es cierto para toda p e S„, queda demostrado el 

Teorema XXII. Si A T es la transpuesta de la matriz cuadrada A, entonces \A T \ = |zl|. 

Sea ahora A una matriz cuadrada y sea B la matriz obtenida multiplicando la fila i de A por un es- 
calar no nulo k. Expresada por matrices eiementales B = H,(k) ■ A; y, por el Teorema XXI, 

|*| = \Hi(k)-A\ = fc|A| 
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Pero |W ; (A:)| = k; luego |W ; (fc) • A\ = |//,(/c)| • |A|. Por una demostracion independiente o bien por el 
Teorema XXII, tambien tenemos 

I a- K m = |A|-|A(fc)| 

Denotese ahora por B la matriz que se obtiene de la A intercambiando sus columnas iyjy denote- 
se por t la transposition correspondiente (i,j). El efecto de t sobre (a') es producir 

(a'") £ i>r tt 1.1 pt“2.2pt“ 3, 3pt • - • “n.npr 

por tanto, |B| = 2 £ P» a i.lpr®!.Jpr a 3.3pr ■ • ■ “n.npr 

Pero a = pr e S n es par si p es impar e impar si p es par; de modo que e„ = — c p . Ademds, con r 
fijo, hagase describir S„ a p; entonces a describe S„ y asi 

• l B l = 2 <h.2p “3.3,7 • • • => ~ |A| 

Queda demostrado el 

Teorema XXIII. Si B se obtiene de A intercambiando dos cualesquiera de sus filas (columnas), en- 
tonces |B| = —\A\. 

Como en el Teorema XXIII B = A • K tJ y \K„\ = — 1, tenemos | A • K {j \ = \A\ ■ |X ;j | y, por sime- 
trfa, \H tj ■ A\ = \H tJ \ ■ \A\. 

De aqui se sigue de inmediato, excluyendo todo cuerpo de caracteristica dos, 

Teorema XXIV. Si dos filas (columnas) de A son identicas, entonces \A\ = 0. 

Por ultimo, sea B obtenida de A sumando a su fila i el producto por k (un escalar) de su fila j. 
Suponiendo j < «, 


2 •c a i.ip • • ■ a i.ii> • • 

• “i-l.d-Dp ( a i.lp + ^ a j.)p) a i»l.(( + l)p • • ■ a 

2 *p ®l.lp a 2,2p a 3.3p • 

• ■ “n..p 

+ 2 'p“i.ip • • 

• a l.)P • • • a i-l.(i-l)p a i*l,(( + l)p • • • 

|A| + 0 "= |A| 

(con ( b ' ) y Teoremas XXI y XXIV) 


Queda demostrado (el caso j > i se deja al lector) el 

Teorema XXV. Si B resulta de A por adicion a su fila i del producto por k (un escalar) de su fila j, 
es |fl| = \A\. Teorema que tambien es valido si se cambia «fila» por «columna». 

Como en el Teorema XXV, B = H tj (k) ■ A y \H t ^k)\ = |/| = 1, se tiene 
\H tj (k) ■ A\ = \H,j(k)\ ■ \A\ y \A ■ K 0 {k ) | = \A\ ■ |*,#)| 

Y ahora queda demostrado el 

Teorema XXVI. Si A es una matriz cuadrada de orden n y H(K) es una matriz elemental cuadrada por 
fila (columna) de orden n, entonces 

\H-A\ = \H\-\A\ y K*| = M-|*| 

Por el Teorema IX', toda matriz cuadrada A se puede expresar como 

(c) A = Hy 1 • HI 1 . . . H~ 1 • N • K^' ... K 2 1 • Ki' 

Y entonces, por aplicaciones reiteradas del Teorema XXVI, se obtiene 
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|A| = \Hr'\-\Hr ■■■ H;' -n-k;' ... k;'-k;'\ 

= \HT'\ • • | HV . . . HI' -N-K; 1 ... K 2 -' • K7'\ 

= l^r'l • • • • iffr'i • |ivi • \k; i \ . . . \K7'\ ■ |xr *| 

Si A es regular, entonces N = / y |A^| = 1 ; si A es singular, entonces uno o mas de los elementos dia- 
gonals de N es 0 y |A1| = 0. Asi, pues, 

Teorema XX VII. Una matriz cuadrada A es regular si, y solo si, \A\ 0. 

y 

Teorema XX VIII. Si A y B son matrices cuadradas de orden n. entonces \A • B\ = \A\ ■ |5|. 


CALCULO DE DETERMINANTES 


Utilizando el resultado del Ejemplo 23 (ii), tencmos 


1 2 3 

4 5 6 

5 7 8 



5 6 I 
7 8 | 



4 ' 6 
5 8 


+ (3) 


5 

7 


= (40 - 42) - 2(32 - 30) + 3(28 - 25) 
= -2-4 + 9 = 3 


El procedimiento mis practico para calcuiar \A\ de orden Hi 3 consiste cn rcducir A a forma 
triangular mediante transformaciones elementales de los tipos H^k) y K u (k) exclusivamente (no al- 
teran el valor de |A|) y luego aplicando el Teorema XX. Si se usan otras transformaciones elementales, 
deben hacerse anotaciones cuidadosas, pues el efecto de H u o de K tj es cambiar el signo de | A \ en tanto 
que el de H,(k) o de Kj(k) es muitiplicar |A| por k. 


Ejemplo 24: Observando las formas triangulares obtcnidas en el Ejemplo 6 y en el Problema 8, se ve que 
mientras que los elementos diagonales no son unicos. el producto de los elementos diagonals 
lo es. En el Ejemplo 6(a), pigina 171, tencmos 



12 3 


1 2 3 


1 2 3 

|A| = 

4 5 6 

5 7 8 


0 -3 -6 

0 -3 -7 

_ 

0 -3 -6 

0 0 -1 


Veasc tambien Problema 20. 


Problemas resueltos 


I. Hallar la imagen de ^ = (1 ,2, 3, 4) por la transformacion lineal A 
V 4 ( Q ) en si mismo. 

4A = c[y, y 2 y 3 y 4 ] = (c • •/„ c - y 2 . i ■ i ■ y A ) 


1 -2 
2 4 

0 -1 
1 3 


= (9, 15,25, -3) (Vease Problema 15, Capitulo 13, pagina 158.) 


0 4 

1 -2 
5 -1 
2 0 


de 
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2. Calcular A ■ B y B ■ A dadas A = 


A- B = 


3. Si 


y B = [4 5 6], 


V 

1 _“_J 

1*4 1*5 1*6 


4 6 6 

2 

• [4 6 6 j = 

2*4 2-5 2-6 

= 

8 10 12 

A 


3 • 4 3*5 3-6 


12 16 18 


B • A = [4 5 6 ] 


A = 


2 -2 

0 


!] 


y 

U ■I'l 


B = 


= [4 • 1 + 6 • 2 + 6 • 3 ] = [ 32 ] 


1 0 -1 
3-2 0 

1 -1 -1 


, Hallar A • B. 


A - B = 


2 + 2 1 + 6-2 -4 + 2 -1 + 2 
6 3 + 1 -1 - 3-1 


6 -2 1 
4 -1 -4 


4. Demostrar que la transformation lineal 
imagen sea 0. 


12 2 0 

2 5 3 1 

3 8 4 2 
2 7 13 


en y 4 IB) es singular y hallar un vector cuya 


Utilizando sucesivamente H 2 l (- 2 ), tf M (- 3 ), 2 ); // 12 ( — 2 ), H S 2 (- 2 ), H i 2 (- 3 ), se tiene 


1 

2 

2 

0 


1 

2 

2 

0 


1 

0 

4 

-2 

2 

6 

3 

1 


0 

1 

-1 

1 


0 

1 

-1 

1 

3 

8 

4 

2 


0 

2 

-2 

2 


0 

0 

0 

0 

2 

7 

1 

3 


0 

3 

-3 

3 


0 

0 

0 

0 


La transformation es singular, de caracteristica 2. 

Designense las matrices equivalentes por /4, 5, C, respectivamente, y denotense por />,, p 2 , p 3 , p 4 los vectores 
fila de +, por p\, p' 2 , p' 3 , p\ los vectores fila de S y por p 2 , p 2 , p 3 , p 4 los vectores fila de C. Aplicando en orden 
los pasos, tenemos 

pj - 92 — 2p„ p' — Ps — 3p„ p' = p« — 2p, 

p" = p, - 2 P \ p" = p;- 2 P ;, p" = p; - 3p' 2 

Ahora bfen, p" = p' - 2p' = (p, - 3 p,) - 2(p 2 - 2 Pl ) = p 3 - 2p 2 + p, = 0 

mientras que p" = P, - 3p' = (p< - 2 Pi) ~ 3(pz - 2 Pl ) = p* - 3 P2 + 4p, = 0 

Asi, pues, la imagen de { — (1, —2, 1, 0) es 0; tambien la imagen de 17 = (4, -3, 0, 1) es 0. Demostrar que los 

vectores cuya imagen es 0 Henan un subespacio de dimension 2 en V 4 (R). 


5 . 


Demostrar que la transformation lineal A = 

ixvoW'k 'V" \tA 

Encontramos 


1 2 3 

2 1 3 

3 2 1 


es regular. 


1 2 3 

2 1 3 


12 3 

0 -3 -3 


12 3 

0 1 1 


1 

0 

0 1 

1 1 


10 1 

0 1 1 


[~1 0 0 

0 10 

3 2 1 


0 -4 -8 

_ _i 


0 -4 -8 


0 

0 -4 


0 0 1 


[0 0 1 


B 


Los vectores fila de A son linealmente independientes; la transformation lineal A es regular. 
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6. Hallar la caracteristica de la transformation lineal A - 


Hallamos 


1 2 2 4 2 

2 5 3 10 7 de V 3 (R) en V 5 (/?). 

3 5 7 10 4 


1 

2 

2 2 4 2 

6 3 10 7 


1 2 2 4 2 

01-123 


1 0 4 0 -4 

01-123 


1 0 4 0 0 

01-120 

3 

5 7 10 4 


0 -1 1 -2 -2 


0 0 0 0 1 


0 0 0 0 1 
_ 


Los vectores imagen son linealmente independientes; r A = 3. 

7 Del conjunto {(2,5,0, -3), (3,2, 1,2), (1,2, 1,0), (5, 6, 3, 2), (1,-2, -1,2)} de vectores de 
v x (/(), elegir un subconjunto linealmente independiente maximo. 

El conjunto dado es linealmente dependiente fcpor que?). Hallamos 


2 5 0 

3 2 1 

1 2 1 

5 6 3 

1 -2 -1 


0 1 -2 -3 

0-4-2 2 

12 10 
0-4-2 2 

0-4-2 2 


1 -2 -3 

0 -10 -10 
0 5 6 

0 -10 -10 
0 -10 -10 


0 1-2-3 

0 0 11 
10 5 6 

0 0 -10 -10 
0 0 -10 -10 


0 10-1 
0 0 11 

10 0 1 
0 0 0 0 

0 0 0 0 


Examtnando los pasos dados, es claro que los primeros tres vectores de A son combinaciones lineales de los tres 
vectores linealmente independientes de B (compruebese esto). Asi, {(2,5,0, -3), (3,2, 1,2), (1,2, 1,0)} es un 
subconjunto rniximo linealmente independiente de A. <,Se puede concluir que cualesquiera tres vectores de A son 
necesariamente linealmente independientes? Compruebese considerando el subconjunto {(1, 2, 1, 0), (5, 6, 3, 2), 
( 1 > — 2 , — 1 , 2 )}. 


12 3 

8. Mediante transformaciones elementales de columna, reducir A = 4 5 6 

superior, triangular inferior y diagonal. 5 7 8 


a triangular 


Con «•„(— 2/3), K 23 (— 6/6); K 12 (l), X M <- 1/24), obtenemos 


1 2 3 


-1 -1/2 

4 5 6 


0 0 

5 7 8 


-1/3 1/3 

-2), tf 31 ( 

-3); ff 32 (— 2) ot 

1 2 8 


10 0 

4 5 6 

- 

4 -3 -6 

5 7 8 


5 -3 -7 


-3/2 -5/8 3 

0 -1/4 6 

0 0 8 


que es triangular superior. 


10 0 


5 -3 -1 


que es triangular inferior. 


Con K 2 ,( 2), Kj,(— 3), ff 32 (— 2); Af ls (5), K^l- 3); /C 12 ( 4/3) obtenemos 

100 100 100 
A-4 — 3 0 -4 -3 0 - 0 —3 0 que es diagonal. 

6 -3 -1 0 0 -1 0 0 -1 
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9. Demostrar: Toda matriz no nula A sobre & se puede reducir por sucesivas transformaciones ele- 
mentales de fila a una matriz canonica por filas (matriz escalon) C con las propiedaUes siguientes: 

(i) Cada una de las primeras r filas de C tiene por lo menos un elemento distinto de cero; las 
otras filas, si las hay, consisten enteramente en elementos cero. 

(ii) En la fila i (/' = 1,2, , r) de C, su primer elemento no nulo es 1, la unidad de S r . Nume- 
rese j\ la columna en que esta este elemento. 

(iii) El unico elemento no nulo en la columna numerada j, (i = 1,2,..., r) es el elemento 1 
en la fila i. 

(iv) ji < j 2 < ■ ■ ■ < j r - 

Considerese la primera columna no nula, numerada j„ de A : 

(a) Si a IJ: + 0, empleese para reducirla a 1, si es preciso. 

(*) Si a tJl - 0, pero a th + 0, empleese H lp y procedase como en (a). 

(c) Utilicense transformaciones del tipo H n (k) para obtener ceros en todos los otros lugares de la columna y, 
si es prcciso. 

Si solamente en la primera fila de la matriz B que resulta aparecen elementos no nulos, entonces B = C; 
si no, hay un elemento no nulo en otro lugar de la columna numerada j 2 > j,. Si b ll: ± 0, utilicese H 2 (bl }|) 
como en (a) y procedase como en (c); si b 2h = 0, pero A,„ =f= 0, utilicese H 2 , y procedase como en (a) y (c). 

Si se prescntan elementos no nulos solamente en las primeras dos filas de la matriz que resulta. hemos lle- 
gado a C; si no, hay una columna numerada j } > j 2 que tiene elementos no nulos en otro lugar de la columna. 
Si . . . y asi sucesivamente; al final debemos llegar a C. 

10. Demostrar: La caracteristica de fila y la caracteristica de columna de una matriz A sobre & son 
iguales. 

Considerese una matriz m x n y supongase que tiene caracteristicas r de fila y .! de columna. Asi que un 
subconjunto maximo de vectores columna linealmente independientes de esta matriz, consiste en s vectores. 
Intercambiando columnas, si es preciso, dispongase de modo que las primeras s columnas sean linealmente in- 
dependientes. Se deja al cuidado del lector demostrar que tales permutaciones de columnas no aumentan ni dis- 
minuyen la caracteristica de fila de la matriz dada. Sin que se pierda generalidad, podemos suponer que en 


“11 

“12 •• 

• “ 1 , 

0 i.>+t • 

•• a,„ 

Oj, 

OJ2 .. 

• 02, 

a 2.« + l • 

•• o 2n 

0,1 

a <2 

• o„ 

“l.Hl 

•• “,n 

a ml 

a m 2 •• 

1 • 

“m.,+ 1 • 

• • < ^m, n 


son linealmente independientes los primeros s vectores columna y„ y 2 y,, en tanto que cada uno de los 

restantes n — s vectores columna es combinacion lineal de estos, por ejemplo, 

Y, + i = c uYi + «i*r* + ••• + c t ,y„ (1 = 1,2, 

con c,j e S’ . Definanse los siguientes vectores: 

pj = (0|,,a I2 , . . ..a,,), p 2 = (021,022, ,02,), p m = (“ml, ®ma> • • • > a mt) 

y o, = (a n ,a 2 |, . . .,a,n i), o 2 = (°12, a 22 0 , + i,»)> •••> ®n = (°in, a 2n, • • ••°s + l.n) 

Como los p estin en un espacio V, {!?), cualesquiera s + 1 de ellos forman un conjunto linealmente dependien- 
te. Asi, pues, existen escalares b,. b 2 , . . . , de S no todos nulos, tales que 

bjP! + &2P2 + • • • + 6, + iPsti = (4iO„ + fcjoj, + ••• + 6,+ iO,+i.i, b t a l2 + 6 2 a 22 + ‘ ' ' 

+ 6 s+l a s + 1 .2 b,a, s + b 2 a 2s + • • • + 6,+ ,4,, j.,) 

= (f*|, f» 2 , •••. 1 

donde { = (0, 0, . . . , 0) ■= 0 es el vector nulo de V, {?) y £ = (*,, b 2 *,+ 1 )- Entonces, 
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I • »1 = £ • “2 — ' ' ' — ( ' a a — 9 

Considerese cualquiera de los restantes <r, por ejemplo, 

'i'» = (“l.jtk- «2.jTfc. • ■ ■> “j-t-i.t + k) 

= ( c ki“u + e k2“i2 • + c ka a ls , c kl a 21 + c k 2 a 2 .> + ■ ■ ■ + c ks a 2a 

c tl«i + l.l + c fc2 a > r 1.2 + "• + °k$ a s I l,s) 

Enlonces. £-“ s *k = c tl <£ • “i) + «kz<£ • “ 2 ) + • ■ • + e ls <{ • a.) = 0 

Asi que cualquier conjunto dc .v + I filas de A es linealmemc dependiente; luego jcr, csto es, 
la caracteristica dc columna dc una matriz no pucdc exceder su caracteristica dc fila. 

Para completar la demostracion hemos de demostrar quc r =£ s. Y esto pucde hacerse de una de dos mancras: 

(i) Repitiendo el razonamiento anterior comenzando con las filas linealmentc independientes (las primeras r ) 
en A, y deduciendo que sus primeras r + I columnas son linealmemc dependientes. 

(ii) Considerese la traspuesta de A 

“II °2I ••• “mi 

IT — a 12 “22 • • • “m2 


| a In °2n • • • a »nn J 

euyas filas son las columnas correspondientes de A. Entonces, la caracteristica dc fila de A 1 es ,v, la carac- 
teristica de columna de A, y la caracteristica de columna de A T es r, que es la caracteristica de fila dc A. 
Por el razonamiento anterior, la caracteristica de columna dc A T no puedc superar su caracteristica de fila 1 
es dccir, r •£ s. 

En cualquier caso, tenemos r = s, corno se requcria. 


11 . Reducir A = 


3 2 3 4 5 

2-1451 
4512-3 


sobrc R a forma normal. 


Primero utilizamos //, 2 (-l) para tenor el elemento 1 en la primera fila y primcra columna; asi 


A = 


3 

2 

3 

4 

6 


1 

3 

-1 

-1 

4 

2 

-1 

4 

6 

1 

~ 

2 

-1 

4 

5 

1 

4 

5 

1 

2 

-3 


4 

5 

1 

2 

-3 


Con H 2 i( 2), H 3l (— 4), K 2i {— 3), ff ai (l), K 4 ,(l), iC 51 ( — 4), tenemos 


A ~ 


1 0 
0 -7 
0 -7 


0 0 
7 -7 
6 -19 


Ulilizando, entonces, tf 32 (-l), K 2 (-l/7), K 32 (- 6), K 42 (- 7), K,, 2 (l), tenemos 


A ~ 


1 0 0 0 0 

0 10 0 0 

0 0 -1 -1 -12 


y, por ultimo, con H 3 <- 1), K 43 (-l), «" S3 (— 12), 


A ~ 


1 0 0 0 0 
0 10 0 0 
0 0 1 0 0 
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A = 


S- A- T = N. 

Hallamos 


1112 

2 1 - 3-6 

3 3 12 


sobre R a forma normal N y hallar matrices S y T tales que 


A /, 


1 
0 
0 
0 
1 

2 1 - 3-6 

3 8 12 


1 -1 -1 -2 
0 10 0 

0 0 10 

0 0 0 1 

1 0 0 0 1 

0 -1 -6 -10 -2 
0 0 - 2-4 -3 


0 -1 -6 -10 -2 
0 0 - 2-4 -3 

1 -1 -1 


0 0 

1 0 

0 1 

-2 

0 

0 

1 

0 1 
10 
2 


1 0 0 
2-1 0 
3/2 0 - 1/2 


1 -1 -1 -2 


0 

0 

1 

0 10 0 
0 -11/2 -1 5/2 

2 3/2 0 -1/2 


1-1-1 0 

0 0 

1 -2 

0 1 

0 0 10 0 

0 0 -11/2 -1 5/2 

1 0 3/2 0 -1/2 


T 

N S 


Luego S = 


1 0 0 
-11/2 -1 5/2 

3/2 0 -1/2 


T = 


1-1-1 0 
0 10 0 

0 0 1-2 

0 0 0 1 


13. Demostrar: El inverso del producto de dos matrices A y B, ambas dotadas de inversa, es el pro- 
ducto de las inversas en orden inverso, esto es, 

{A- B)~ l = B~ x -A~ l 

Por definition, ( A ■ fi)~‘ • (A • B) = (A • B)(A • B)~ l = /. Ahora bien, 

= B-'(A-‘-A)B - B~' ■ / ■ B - B~' • B - / 
y (A- B)(B-' -A~')= A(B • B~')A~ l = A • A~' = / 

Como (A ■ B)~ l es Onico (vdase Problema 33), tenemos (A ■ By' = B~‘ • A' 1 . 


14. Calcular la inversa de A = 


1 2 4 
3 1 0 

2 2 1 


sobre Z/( 5). 


Tenemos 

- 


U 


— 

-J 

- 







- 






1 

2 4 

1 

0 

0 


1 

2 

4 

1 

0 

0 


1 

2 

4 

1 

0 

0 

[A IJ = 

3 

1 0 

0 

1 

0 

- 

0 

0 

3 

2 

1 

0 

- 

0 

3 

3 

3 

0 

1 


2 

2 1 

0 

0 

1 


0 

3 

3 

3 

0 

1 


0 

0 

3 

2 

1 

0 




1 

2 

4 

1 0 

o“ 



1 

0 

2 

4 0 

>1 



1 

0 

0 



- 

0 

1 

1 

1 0 

2 

- 


0 

1 

1 

1 0 

2 

- 

0 

1 

0 




0 

0 

1 

4 2 

0 



0 

0 

1 

4 2 

0 



0 

0 

1 


1 1 
3 2 


4 2 0 


A-' = 


1 1 1 
2 3 2 
4 2 0 
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1 1 1 

15. Hallar el polinomio mlnirao de A = 0 2 0 sobre R. 

_1 1 1 

Es claro que A # a 0 I para lodo a 0 e R. P6ngase 

2 * 2 |~1 i l”| [~1 0 o" 

AI = 040 = a, 020 +a 0 010 

2 4 2 111 001 


a, + a„ a, a, 

0 2 a, + a 0 0 

“i o, a, + a 0 


que es imposible. Pdngase ahora 


4 12 4 
0 8 0 
4 12 4 


2 4 2 111 [l 0 0 

= *! 0 4 0 + a, 0 2 0 + o, 0 1 0 

'2 4 2 111 001 


2a 2 + a, + a„ 4a 2 + a, 2^ + a, 

0 4a 2 + 2o, + Oj 0 

2oj + a, 4a 2 + a, 2a 2 + a, + a 0 


2o 2 + a, + a 0 = 4 

De - 4a 2 + a, = 12 , oblenemos a, = 0, a, = -4, = 4. Despues de comprobar para lodo 

,2a 2 + o, = 4 

elemento de A 1 * 3 y no antes, concluimos que m(X) = X 3 - 4X : + 4X. 


2xi + 2xi + 3*3 +* 4=1 

3*1 - *s + *3 + 3*4 = 2 

16. Hallar todas las soluciones, si las hay, del sistema -2*, + 3* 2 - x 3 - 2*, = 4 

+ 6*2 + 3*s — 3*4 = 2 
2*i + 7*s + 3*s - 2*4 = 8 


Tenemos 

2 2 3 1 l“ 

3-113 2 

[-4 H] = -2 3 -1 -2 4 

163-3 2 

273-2 8_ 

fl 6 3-3 


16 3-8 2 

3-113 2 

-2 3-1-2 4 

2 2 3 1 1 

2 7 3 -2 8 


1 6 

3 

-3 

2 

0 -16 

-8 

12 

-4 

0 13 

5 

-8 

8 

0 -8 

-3 

7 

-3 

0 -3 

-3 

4 

4 


sobre R. 


0 1 1/2 -3/4 1/4 
0 13 6 -8 8 

0-8-3 7 -3 
0-3-3 4 4 


1 0 0 1/4 6/4 

0 1 0 -6/4 3/4 

001 1 -1 

000 13/4 13/4 

0 0 0 0 0 


1 0 1/2 3/4 3/4 

0 1 1/2 -3/4 1/4 

0 0 -3/2 7/4 16/4 

001 1 -1 

0 0 -3/2 7/4 19/4 


1 0 1/2 3/4 

0 1 1/2 -3/4 

0 0 1 1 

0 0 -3/2 7/4 

0 0 0 0 


100 1/4 6/4 

0 1 0 -6/4 3/4 

001 1 -1 

0 0 0 1 1 

0 0 0 0 0 


1 0 0 0 1 

0 10 0 2 
- 0010-2 
0 0 0 1 1 

0 0 0 0 0 


Tanto A como [A H] tienen caracteristica 4, el numero de incognitas. .Hay una solucion unica: - 1, - 2, 

= -2, x t = 1. 

Nota. El primer paso en la reduccidn fue H It . Fue para tener el elemento 1 en la primera fila y primera 
columna, cosa que tambien se habria podido lograr con //,(]). 
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3 2 1 

17. Reducir 6 5 4 sobre Z/(7) a forma normal. 

4 2 5 

Coil H,( 5); H.,,11), H,A4), H 3 ,(3); H 3 (3); H 13 (l), H 23 (5), tencmos 


3 

2 

1 

1 

3 

5 


"l 

3 

5 


1 

0 

6 

1 

0 

6 


1 

0 

0 

6 

5 

4 - 

6 

5 

4 

- 

0 

1 

2 

~ 

0 

1 

2 

- 0 

1 

2 


0 

1 

0 

4 

2 

5 

TT 

2 

5 



4 

6 


0 

0 

5 

0 

0 

1 


_° 

0 

1 


18. Hallar todas las soluciones, si las hay, del sistcma 


Xi + 2x 2 + Xa + 3xj 
2xi + x 2 + 3x a + 2x> 

2X2 + Xs + X 4 

3xi + x 2 + 3X:i + 4x 4 


sobre Z/(5). 


Tenemos 


| A H ) = 


1 

2 

1 

3 

4 


1 

2 

1 

3 

4 


1 

2 

1 

3 

4 


1 

0 0 

2 

1 

2 

1 

3 

2 

1 


0 

2 

1 

1 

3 


0 

1 

3 

3 

4 


0 

CO 

3 

4 

0 

2 

1 

1 

3 


0 

2 

1 

1 

3 


0 

2 

1 

1 

3 


0 

O' 0 

0 

0 

3 

1 

3 

4 

2^ 


0 

0 

0 

0 

0 


0 

0 

0 

0 

o 


0 

0 0 

0 

0 


Aqui, r A = r [A H] = 2; el sistema cs compatible. Haciendo x 3 = s y x, = I, con s, l e Z/(5), todas las solucio- 
ncs vicncn dadas por 

*, = 1 + 3«. = 4 + 2a + 2t, x 3 = a, x t = t 

Como Z/(5) es un cuerpo finito, solamcnte hay un niimcro finito (hallarlo) dc soluciones. 


19. Resolver el sistema 


Tenemos 


2xi + x 2 + x 3 = 0 
Xi + Xa = 0 sobre Z/(3). 
2x 2 + x 3 = 0 


2 1 1 

= 10 1 

0 2 1 



1 2 2 


1 2 2 


1 0 1 


1 0 1 

0 2 1 

L. 

" 

0 1 2 

0 2 1 


0 1 2 

0 0 0 


Entonces haciendo x 3 = s 6 Z/(3). obtenemos x, = 2s, x 2 = x 3 = s como solution. 


20. Con cada matriz sobre Q. calcular: 


0 1 -3 

2 5 4 

-3 2 ^2 


i-UiiVN - 


-1 1 -3 


-10 0 


-10 0 

-3 5 4 

II 

-3 2 13 

= 

2 6 0 

-5 2 -2 


-5 -3 13 


-5 -3 13 


Sc emplea A', 2 (— 1 ) para remplazar a n = 0 por un elemento no nulo. El mismo resultado se puede obtc- 
ner utilizando K l2 ; entonces, 


0 

1 

-3 1 

0 

-3 j 1 

0 

0 

1 

0 

0 

2 

5 

4 = - 5 

2 

4 = — 5 

2 

19 

= - 5 

2 

0 

-3 

2 

-2 2 

-3 

-2 | 2 

-3 

4 

2 

-3 

65/2 


Otra alternativa en el caiculo es la siguiente: 


0 

1 -3 


0 

1 0 

2 19 

2 

-3 

5 4 

2 -2 


2 

-3 

5 19 

2 4 

= - (1) -3 4 


= -(8 + 57) = -65 
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(b) 


2 3-2 

3 -2 1 

3 2 3 

-2 4 0 


4 

2 

4 

5 


-1 

3 

-2 

4 


-1 

0 

0 

0 

5 

-2 

1 

2 


5 

13 

-9 

22 

1 

2 

3 

4 


1 

5 

1 

8 

-6 

4 

0 

5 


-6 

-14 

12 

-19 


-10 0 0 

- 1-10 0 
1 5 16 0 

-6 -14 -30 -143/8 


— l 

0 

0 

0 


-1 

0 

0 

0 

-1 

-1 

3 

3 


-1 

-1 

0 

0 

1 

5 

1 

8 


1 

5 

16 

23 

-6 

-14 

12 

-19 


-6 

-14 

-30 

-61 


(-l)(-l)(16)(-143/8) = -286 


Problemas propuestos 


22 . 

23. 



1 0 2 


1 2 3 


-7 6 -1 

Dadas A = 

0 3 1 

4 2 0 

. B = 

1 3 4 

1 4 3 

. C = 

1 0 -1 

1 -2 1 


(a) A + B = 


2 2 5 
I 6 5 
5 6 3 


(b) 3A = 


3 0 6 
0 9 3 
12 6 0 


(c) A ■ B = 


(d) B-C = 


3 10 9 

4 13 15 
6 14 20 


-2 0 0 
0-2 0 
0 0-2 


sobre Q calcular: 


<-> A • C = 


-5 2 1 

4 -2 -2 
-26 24 -6 


if) A* = A -A = 


9 4 2 
4 11 3 
4 6 10 


En el Problema 21 verificar: [a) (A + B)C = AC + BC , (b) (A ■ B)C = A(B • C). 

Para A = [«,,], (/ = 1 , 2, 3; j = I, 2, 3), calcular / 3 • A y A ■ l } (igualmente 0,-AyA-O,) para comprobar 

de ° rde " " sobre ^ ,a “ nula * la -n- 


24. Demoslrar que el conjunto de todas las malrices de la forma 
de Jf,(Q). 


a b 0 
0 a + b 0 
0 0c 


donde a.b.czQ e s una subalgebra 


25. 

26. 


Demoslrar que el conjunto de lodas las malrices de la forma 
de Jt^R). 


a b c 

0 o + c 0 

c b a 


donde a.b.ce R. es una subalgebra 


Hallar la dimension del espacio vectorial generado por cada 
tes. Elegir una base para cada uno. 


uno de los conjuntos de vectores sobre Q siguien- 


(a) ((1,4, 2, 4), (1,3, 1,2), (0,1, 1,2), (3, 8, 2, 4)) 

<i>) {(1,2, 3, 4, 5), (5, 4, 3, 2,1), (1,0,1, 0,1), (3,2, -1,-2, -5)) 

(c) <( 1 , 1 , 0 , - 1 . 1 ), ( 1 , 0 , 1 , 1 ,- 1 ), ( 0 , 1 , 0 , 1 , 0 ), ( 1 , 0 , 0 , 1 , 1 ), ( 1 ,- 1 , 0 , 1 , 1 )} 

Resp. (a) 2, (6) 3, (c) 4 


12 3 0 

2 4 3 1 

3 2 14 

2 0 4 2 


27. Demoslrar que la transformacion lineal A = 
lor cuya imagen sea 0. 


de V, {R) en si mismo es singular y hallar un vec- 
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28. Demostrar: Las matrices cuadradas de orden 3 /. H l2 . H ti , H 23 , H l2 ■ H is , H l2 ■ H 2i con la multiplication 
forman un grupo isomorfo al grupo simetrico de 3 letras. 

29. Demostrar: Con respecto a la multiplicacion. el conjunto de las matrices cuadradas diagonales de orden n regula- 
res sobre 3F es un grupo conmutativo. 

30. Reducir las siguientes matrices sobre R a su matriz canonica equivalente por filas: 


(a) 


<»> 


2 -3 
5 -4 


1112 

2 1 - 3-6 

3 3 12 


(c) 


<d> 


12 12 
13 2 2 

2 4 3 4 

3 7 4 6 

12-23 
2 5-46 

-1 -3 2 -2 

2 4-16 



3 

4 

5 

6 

7 

8 


4 

5 

6 

7 

8 

9 

(«) 

5 

6 

7 

8 

9 

8 


10 

11 

12 

13 

14 

15 


Resp. (a) 


1 0 -7 

0 1 2 


( 6 ) 


10 0 0 
0 10 0 
0 0 12 


<e) 


10 0 2 
0 10 0 
0 0 10 
0 0 0 0 


«f> 1 < (e) 


0 -1 -2 -3 0 

1 2 3 4 0 

0 0 0 0 1 

0 0 0 0 0 


31. En el Ejemplo 11, pagina 175, utilizar Wj($), H )2 {- 1), H 2i (- 5), AT 3 (2) sobre 


1 

0 

1 

0 1 
5 -3 
3 -4 


y ohlengasc S = 


r o 

o 

H 


1 -2 2 

11 3 -6 

- 6/2 - 1/2 1 

y T = 

0 1 0 

0 0 2 


32. Reducir A = 


12 3-2 

2-213 
3 0 4 1 


para mostrar que las matrices regulares S y T tales que S • A ■ T — I no son linicas. 

sobre R a forma normal N y determinar matrices SyT tales que ■ A ■ T ~ N. 


33. Demostrar que si A es regular, su inversa 4"' es unica. 

Sugerenciir. Suponer A - B - C ■ A = / y considerar (C • A) ■ B = C • (A ■ B). 

34. Demostrar: Si A es regular, entonces A • B = A • C implica B = C. 

35. Demostrar que si las matrices regulares A y B conmulan. tambien lo hacen (a) A 1 y B, (b)A yB \ (cM ‘y B 
Sugerencia : (a) A ~ 1 (A • B)A ~ 1 = A '(B • A )A 1 . 

36. Hallar la inversa de 



_ 





3 4 2 7 


(a) 

1 3 3 

1 4 3 

1 3 4 

12 3 

<0 

1 2 3 | 
13 3 

2 4 3 

2 1 

-1 

(«) 

2 3 3 2 

5 7 3 9 

2 3 2 3 

“l 1 1 

1 2 3 

1 

rf*. *- 

J 

<*» 

2 4 5 

(d) 

1 3 

2 

(/) 

2 3 6 

-5 


3 6 6 


-1 2 

_ 

1 


3 -4 -5 

8 


sobre Q. 



CAP. 14] 


MATRICES 


195 



7 -3 -3 


1 -3 2 


3-6 3 

Rc.vp. (a) 

-1 1 0 

-1 0 1 

-1 

. w 

-3 3 -1 

2 -1 0 

J 

. v) 1 

-3 3 0 

2 0-1 


<rf) T 'i 


io 


37. Hallar la inversa de A = 


r , . n 


-1 11 7 — 26 _ 


2 16 -6 4 

1 3 -5 1 

3-1 5 

. («') J 

-1 -7 -3 16 

• (/> iV 

22 41 -30 -1 

-5 5 -5 


11-1 0 

-10 -44 30 -2 

L J 


1 - 1-1 2 


4-13 6 -1 


1 0 1 

1 X X 

2 1 1 


sobre Z/( 3). ;,Tiene A inversa sobre Z/(5)? 


Resp. A - 1 = 


0 2 1 
2 1 0 
1 1 2 


0 10 


2 0 0 


1 1 2 


2 1 1 

0 0 1 

1 2 -1 

. ( 6 ) 

0 10 

0 0 1 

L _j 

. (c) 

1 1 2 

1 1 2 

. ('/) 

1 2 1 

1 1 2 


38. Hallar el polinomio minimo de (a) 

(a) X 3 + x* - 2x - 1 , ( 6 ) X 2 - 3x + 2, (c) X 2 - 4X, (d) X” - 5x + 4 

39. Hallar la inversa de cada matriz (a), ( 6 ), (d) del Problema 36, mediante su polinomio minimo. 

40. Suponiendo que X 3 + aX 2 + 6 X es el polinomio minimo de una matriz regular A, hacer ver una contradiction. 

41. Demostrar los Teoremas XIX, XX y XXI, pagina 183. 

42. Demostrar el Teorema XXIV. ( Sugerencia : Si las filas i y j son identicas en A. \A\ = I//, • \A\.) Y tambien el 
Teorema XXVIII. 


43. Calcular: 


(a) 


( b ) 


1 2 3 


1 3 4 

(c) 

1 4 3 


1 0 2 


0 3 1 

(d) 

4 2 0 



-7 

1 

1 

2 

3 

-1 


6 -1 
0 -1 
-2 1 


-1 

2 

0 


<e) 


(/) 


1116 
2 4 16 
4 12 9 
2 4 2 7 
3 5 7 2 
2 4 11 
-2 0 0 0 
113 4 


Resp. (a) -2, (5) -26. (c) 4, 

(d) 27 

(e) 41, 

(/) 156 


X-l 2 

3 

) fl ] 

J . ( b ) 

X — 2 -1 -4 

44 . Calcular; (a) 

1 X — 3 

4 

-1 X — 3 -5 


1 4 

X — 3 


-4 -5 X — 6 


Sugerencia: Desarrollar por la primera fila o por la primera columna. 

Resp. (a) X s - 7X 2 - 6 X + 42, ( 6 ) X 3 - 11X 2 - 6 X + 28 
45 . Denotensc los vectores fila de A = [u,J, (i,j = 1,2,3) por p,, p 2 . p 3 . Demostrar que 

(a) p, x p 2 (vease Problema 13, Capitulo 13, pagina 157) se puede hallar como sigue: Escribase el cuadro 


“hi “22 

y tSchese la primera columna. Entonces, 


Pi X P2 


( 6 ) \A — Pi • (p 2 X p 3 ) — —p 2 • <p 1 x P 3 ) — P 3 • (p, X p 2 ). 


«13 

“11 

“12 


023 

“21 

®22 


“13 


“13 

“ll 

“23 


“23 

“21 


“11 “12 
a 2l °22 
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46. Demostrar que el conjunto de formas lineales 


(«> 


/■ 

= a,,*, 

4" Cl|2^2 

+ 

" + a,„*„ 

/* 

= “2lZl 

+ (>22*.> 

+ • ' 

' ' + a 2«*n 

fm 

= Om|Z, 

+ a m2Z 2 

+ •• 

' ‘ + Ora.,Z„ 


sobre r 


es linealmente dependiente si, y solo si, la matriz coeliciente 

A = [oy|. (>=1,2 } = 1,2 ,w) 

es de caracteristica r < m. Asi, pues, (a) es necesariamente linealmente dependiente si m > n. 

47. Hallar todas las soluciones de 


(a) z, - 2z 2 + 3z 3 - 6*, = 1 


(d) 


2z, + x 2 + 5z, + *, = 5 

*i + x 2 3* s - 4z, = -1 

3z, + 6z 2 - 2* a + *4 = 8 

2*| + 2*2 + 2*3 - 3*4 = 2 


( 6 ) 


<«> 


f *, + *2 + x 3 = 4 
i 2*, + 5*2 - 2*3 = 3 

*, + *2 + 2*3 + *4 = 5 
2*, + 3*2 — *3 - 2*, = 2 
4*, + 5*2 + 3*3 = 7 


(c) 


*, + *2 + X, = 4 
2*1 + 5*2 — 2*j = 3 
[ *i + 7*2 — 7*3 = 6 


</> 


*, + *2 - 2*j + *4 + 3*j = 1 

2 z , - *2 + 2*3 + 2 *, + 6*3 = 2 ( g ) 

[3*, + 2*2 - 4*3 - 3*4 - 9*5 = 3 


sobre g. 


X, + 3*2 + *3 + *4 + 2*5 = 0 

2*, + 5*2 - 3*3 + 2*4 - *5 = 3 

I -*| + *2 + 2*3 - *4 + *5 = 5 

3*, + *2 + *3 — 2*4 + 3*J = 0 

Ri'sp. (a) *i = 1 + 2r — 3» + 5t, * 2 = r, * 3 = *, * 4 = t 
(5) *, = 17/3 - 7r/3, * 2 = -5/3 + 4r/3, *j = r 
(d) *, = 2, *2 = 1/5, *3 = 0, *4 = 4/6 
(/) *, = 1, * 2 = 2r, *3 = r, *4 = -36, * s = 6 

(P) z, = -11/6 - 4r/5, *j = 2, * 3 = -1 -r, * 4 = -14/6 - r/6, * 5 = r 

48. (a) Demostrar que el conjunto M 2 = {A, B, . . .) de las matrices sobre Q de orden 2 es isomorfo al espacio vec- 


torial (g). Sugerencia: Usar A = 
pagina 108. 


“ll 0,2 

<h\ <ha 


- (a,i,o 1 2,02„a2 2 ). Vease Problema 3, Capitulo 10, 


(6) Demostrar que = 
vectorial. 


1 0 
0 0 


. — 


0 1 
0 0 


• hx = 


0 0 
1 0 


• ^22 — 


0 0 
0 1 


es una base del espacio 


(c) Demostrar: A conmuta con B = 


6 „ 5,2 

bo, b 99 


si, y solo si, A conmuta con toda /„ de (6). 

Sugerencia-. B = 6,,/,, + b l2 l, 2 + b 2l I 2l + b 22 I 22 . 

: x,y € ft 1 . Demucstrese que (a) S 2 es un espacio vectorial sobre R, (b) S 2 es un 


49. Definase S 2 = ) _ x v 
cuerpo. [L y x 

Sugerencia: En ( b ) muestrese que la aplicacidn S 2 


C : 


* V 
-V * 


* + yi es un isomorfismo. 


50. Demuestrese que el conjunto H = {(q, + q 2 i + q-J + qjc): q t , q 2 , q 3 , q t e R] con la adicion -y multiplication 
definidas en el Problema 27, Capitulo 1 1 , pagina 123, es isomorfo al conjunto 


S 4 = 


1l 

1 2 

93 

94 

-42 

1 1 

“94 

93 

-93 

1i 

9i 

-92 

~1i 

— 9a 

92 

1i 


: Vul2.t3.1i •= R 


<',Es S 2 un cuerpo? 
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51. 


52. 


Demostrar: Si { lt £ 2 . . . . , Z m son men vectores linealmente independientes de K„ (5 s ), los p vectores 

"i = s jl£l + >12(2 + ■ • • + s, m £ m , O' = 1.2 p) 

son linealmente dependientes si p > m o bien, cuando p ^ m. si [j (; ] es de caracteristica r < p. 

Demostrar: Si <[,, Z 2 i* son vectores linealmente independientes de I’„ (.¥). los n veclores 

Vi = a ;i£i + «; 2«2 + • • • + Oj n £n . 0 = 1,2 n) 


son linealmente independientes si, y solo si, [a (J ] ^ 0. 


53. Verificar que cl anillo T 2 = 


a b 
0 c 


: a, b, c C R ; ticnc los subanillos 


0 x 
0 0 


: i£R , 


* V 
0 0 


: x,y € R 


0 * 
0 y 


: x,y 6 R 


como sus idealcs propios. Escribir el homomorfismo que determine a cada uno como un ideal. (Vease Teorc- 
ma VI, Capitulo 10, pagina 105.) 


54. Demostrar: [A + B) T = A T + B T y (A ■ B) T = B T ■ A T si A y B son matrices cuadradas de orden n sobre & : 


55. Considerense los vectores X y Y de n componentes como matrices 1 x n y comprucbcsc que 

X • Y = X ■ Y T = Y • X T 

56. (a) Demostrar que el conjunto de matrices cuadradas de orden 4 

.// = {/, H l2 , H l3 , H u , H 2s , H 2 „ H 34 , H 12 • ff,3, »12-«23. «.2 -ff.4. «,2 * H 2*. »1 3 * « 14 , 

H 14 -H 13 , «28-»24. W 24 -ff 23 . //,,'■ H 24i H 14 -H 23 , H 12 -tf 13 •//,„, 

fl 13 -H I2 -fl 14 , H 13 • H„ • ff 12 , H,4 

es un grupo multiplicative. Sugerencia: Mostrar que la aplicacion 

Hy - («). «« • « ik - («fc). • H kl - (uMW). H„ • H ik ■ Hj, - (ijM) 

de U en .V„ es un isomorfismo. 

(6) Dcmostrarqueelsubconjunto{/,// l3 ,//j 4 ,//|j • // 34 ,// l3 • // 24 ,// 14 - H 23 ,H 12 • //i 3 ' H 14 ,//, 4 • // 13 ■ // , 2 } 
de ,’H es un grupo isomorfo al grupo octal de un euadrado. (En la Fig. 9-1, pagina 92, dcsignar los vertices 
I, 2, 3. 4 por (1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0), (0. 0, 1, 0) y (0. 0,0. 1) respectivamente.) 


57. Demostrar que el conjunto de matrices cuadradas de orden 2 



es un grupo multiplicativo isomorfo al grupo octal de un euadrado. 

Sugerencia : Situese el euadrado de la Fig. 9-1, pagina 92. en un sistema de coordenadas rectangular de mode 
que los vertices 1, 2, 3, 4 tengan coordenadas (I, - 1), (1, 1), (- 1, 1 ), (- 1, - 1 ) respectivamente. 


58. Sean S generado por (1,0, 1,-1). (1,0, 2, 3), (3.0, 2,-1). (1,0. -2, -7) y. T gcncrado por (2. 1.3,2). 
(0, 4,-1, 0), (2, 3, -4, 2), (2, 4, - 1, 2) subcspacios de F 4 ( Q ). Hallar bases para .■>, T. S n T y S + T. 
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Polinomios de matrices 

MATRICES CON ELEMENTOS POLINOMIOS 

Sea .^[X] el dominio de polinomios que consiste en todos los polinomios en X con coeficientes 
en Una matriz m x n sobre ^"[X], es decir, cuyos elementos son polinomios de ^[X], 

aii(A) au(X) . . . a Jn (A) 

02i(X) (X 22 (A) . . . d2n(A) 


dml(A) Gm2( A) . . . flm«(A) | 

se dice una matriz X (lease matriz lambda). 

Como & C F[X], el conjunto de todas las matrices m x n sobre & es un subconjunto del con- 
junto de todas las matrices X sobre ^[X]. Es, pues, de esperar que gran parte de lo dicho en el Capi- 
tulo 14 se verifique aqui, con cambios ligeros a lo mds. Por ejemplo, con adicion y multiplicacidn de- 
finidas sobre el conjunto de las matrices X cuadradas de orden n sobre ^[X], se encuentra sin dificultad 
que este conjunto es tambien un anillo no conmutativo con unidad /„, precisamente como ocurre con 

el conjunto de todas las matrices cuadradas de orden n sobre & . Por otra parte, si bien A(A) = 

es regular, es decir, |A(X)| = X(X + 1)^0, A(X) no tiene inversa sobre J^fX], La razon es, desde lue- 
go, que en general a(X) no tiene simetrica multiplicativa en ^[X]. Asi que resulta imposible generalizar 

la nocion de transformaciones elementales a las matrices X de modo que, por ejemplo 


A 0 
0 A + 1 


A(A) = [ou(A)] = 


A(A) = 


A 0 


1 o' 

0 A + 1 


0 1 


TRANSFORMACIONES ELEMENTALES 


Se definen como sigue las transformaciones elementales de matrices X: 

El intercambio de las filas / yj, denotado por H u -, el intercambio de las columnas i y j, deno- 
tado por K tj . 

La multiplicacion de la fila /' por un elemento ke & diferente de cero, denotada por H t (k)\ 
la multiplicacidn de la columna i por un elemento k 6 & diferente de cero, denotada por K t (k). 

La adicidn a la fila i del producto de /(X)e ^[X] por la fila j, denotada por H tj J{ X)); la adi- 
cion a la columna i del producto de /"(X) e ^"[X] por la columna j, denotada por /f, ; (/(X)). 

(Observese que las dos primeras transformaciones son identicas a las del Capitulo 14, en tanto que la 
tercera permite multiplicar por todo elemento de ^[X].) 

Se denotaran por el mismo simbolo una transformacidn elemental y la matriz elemental obtenida 
aplicando esa transformacidn a I. Asi una transformacidn de fila de A(X) se efectua multiplicdndola a 
la izquierda por la H adecuada, y una transformacidn de columna se efectua multiplicdndola a la de- 
recha por la K adecuada. 
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En correspondence con los resultados del Capitulo 14 enunciamos: 

Toda matriz elemental es regular. 

El determinante de toda matriz elemental es un elemento de 

Toda matriz elemental tiene una inversa que, a su vez, es una matriz elemental. 

Dos matrices X m x n A(X) y B(X) se dicen equivalentes si la una puede obtenerse de la otra 
mediante sucesivas transformaciones elementales de fila y columna, es decir, si existen matrices 
S(X) = H,... H 2 • H l y T(X) = K, ■ K 2 . . . K, tales que 

S(\) ■ A(X) ■ T(\) = B(X) 

La caracteristica de fila (columna) de una matriz X es el numero de filas (columnas) lineal- 
mente independientes de la matriz. La caracteristica de una matriz X es su caracteristica de fila 
(columna). 

Matrices X equivalentes tienen igual caracteristica; la reciproca no es cierta. 

FORMA NORMAL DE UNA MATRIZ - X 

En correspondencia con el Teorema IX', Capitulo 14, pagina 174, se tiene el 

Teorema I. Toda matriz X A(X) m x n sobre &[X] de caracteristica r se puede reducir por transfor- 
maciones elementales a una forma canonica {forma normal) 

7, (a) 0 0...0 0 0 ... o - 

0 / t (A) 0 ... 0 0 0 ... 0 


m = 


■ o /,( A) 0 ... 0 

. 0 0 0 ... 0 


en la que/, {X),f 2 (X), . . . ,f r (X) son polinomios mdnicos de &[X] y/(A) divide a / j+1 (A) 
para i = 1, 2 r - 1. 

No vamos a demostrar este teorema ni que la forma normal de una A(X ) dada es bnica. (La de- 
mostracion del teorema consiste en mostrar como se llega a N(X) para una A(X) dada; la unicidad exige 
mayor estudio de los determinantes.) Un procedimiento sencillo para obtener la forma normal se ilus- 
tra en el ejemplo y problemas que siguen. 


Ejemplo I : 

Reducir A{\) = 


X + 3 X + l X + 2 

2X2 + x - 3 X s + x - 1 2X a — 2 

X* + X a + 6X + 3 2X2 + 2X + 1 *3 + *2 + b\ + 2 


sobre R(X) a forma normal. 

El maximo comun divisor de los elementos de A(X) es I ; tomcse /, (X.) = 1 . Valiendose ahora de K, 3 ( - 1 ) 
remplacese a,, (A) por /, (X) y luego, mediante transformaciones adecuadas de fila y columna, obtengase una 
matriz equivalente cuyas primeras fila y columna tienen nulos todos los elementos excepto el elemento co- 
mtin /,(X); asi se llega a 


AM ~ 


1 X + l X + 2 

X - 1 X ! + X - 1 2X2-2 

X+l 2X2 + 2 \ + i x3 + \2 + Bx + 2 


1 

0 

0 


1 

0 

0 

X- 1 

X 

X2-X 

~ 

0 

X 

X2-X 

X + l 

X2 

X 3 + 2X 


0 

X2 

X 3 + 2X 


= BM 
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C'onsiderese ahora la submairiz 


x X 2 - A 
A 2 x 3 4 2x 


El maximo comun divisor de sus elementos es a; 


hagase/ 2 (A) = X. Como / 2 (A) ocupa la posicidn de b 22 (X) en 5(A) procedemos a eliminar de la segunda fila 
y de la segunda columna los elementos no nulos, exceptuando, naturalmente, el elemento comiin / 2 (X), y te- 
nemos 



1 

0 

0 


r i 

0 

0 


1 

0 

0 

4(A) ~ 

0 

X 

X 2 -X 


0 

X 

x 2 -x 

~ 

0 

X 

0 


0 

X 2 

X 3 4 2x 


0 

0 

X 2 4 2X 


0 

0 

X 2 4 2A 


ya que X * + 2X cs mdnico. 


Veanse tambien Problemas 1-3. 


Los elementos no nulos de A'(X), la forma normal de 4(A) se llaman factores invar iantes de 4(A). 
Suponiendo que la forma normal dc una matriz X es unica, se tiene el 

Teorema II. Dos matrices Am x n sobre .^[A] son equivalentes si, y solo si, tienen los mismos facto- 
res invariantes. 


POLINOMIOS CON COEFICIENTES MATRICIALES 

En lo que queda de este capitulo nos limitaremos a matrices X cuadradas de orden n sobre P[\], 
Sea 4(A) una matriz. semejante y supongase que cl grado maximo de todos los elementos polinomios 
«ij(X) de 4(A) cs p. Por adicion, cuando fuere necesario, de terminos con coeficientcs cero, 4(A) puede 
escribirsc de modo que cada uno de sus elementos tenga p 4 1 terminos. Er.tonces, A(X) se escribe como 
un polinomio dc grado gen X con matrices cuadradas A, sobre S' como coeficientes y se llama enton- 
ces polinomio de matrices de grado p en X. 

Ejemplo 2: 

Para la matriz X 4(A) del Ejemplo I, tenemos 



X+3 A+l 

2A 2 + X - 3 X 2 + X - 1 
X 3 4 X 2 4 GA 4 3 2X 2 4 2X 4 1 


X + 2 
2X 2 — 2 

X 3 + X 2 + 5X + 2 


OX 3 + OX 2 4 X + 3 OX 3 + OX 2 + X + 1 OX 3 + OX 2 + X + 2 
OX 3 + 2X* 4 X — 3 OX 3 4 X 2 + X - 1 OX 3 4 2X 2 4 OX - 2 
X 3 4 X 2 4 6X 4 3 OX 3 4 2X 2 4 2X 4 1 X 3 4 X 2 4 5X 4 2 



- 

0 0 0 


0 0 0 




3 1 2 


0 0 0 

1 0 1 

— — 

X3 f 

2 1 2 

1 2 1 

X 2 4 

1 1 0 

G 2 5 

\ + 

-3 -1 -2 

3 1 2 


Considerense ahora las matrices X cuadradas de orden n o polinomios de matrices 

A(A) = A 0 A P 4 Ap-i A p "‘ 4 ••• 4 A, A 4 A„ ( 1 ) 

y 

B( A) = B„ A" 4 B q - l X"-‘ 4 ••• 4 B,A 4 Bo (2) 

Las dos matrices X (polinomios de matrices) se dicen iguales si p = q y A, = B, para i = 0, 
L2 

La suma A(X) 4 5(A) es una matriz A (polinomio de matrices) que resulta dc la adicion de los ele- 
mentos correspondientcs (terminos) de las matrices A (polinomios de matrices). Si p > q, su grado es p: 
si p = q, su grado es a lo mas p. 

El producto A (A) • 5(A) es una matriz A (polinomio de matrices) de grado p 4 q a lo mas. Si 4(A) 
o 5(A) es regular (esto es, si |4(A)| =t 0 o |5(A)| + 0), entonces 4(A) • 5(A) y 5(A) • 4(A) son de grado 
p + q. Como, en general, las matrices no conmutan, es de esperar que 4(A) • 5(A) 4 5(A) • 4(A). 
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La igualdad en (/) no se altera si A se sustituye por cualquier ke & . Por ejemplo, 
A(k) - Aplc” + A„-,k r ’-‘ + ••• + A, k + A„ 


Pero si X se sustituye por una matriz cuadrada C sobre de orden n , se obtienen dos resultados que 
son, por lo general, distintos 



A„(C) 

= ApC" + A p -iO 1 + ■ 

■ • + A \C + Ao 

(3) 

y 

A,(C) 

= C“A n + C"- 1 Ap-t + • ■ 

1 • + CA i *f Ao 

(S') 


llamados' respectivamentc valores funcionales a derecha y a izquierda de A (A) cuando X = C. 
Ejemplo 3: 

Si A(X) = 


entonces A„(C) = 

y Al(C) = 


X 2 X-l 
X + 3 X 2 + 2 


1 0 
0 1 

1 2 
2 3 


1 0 
0 1 


1 2 
2 3 

1 0 
0 1 


X 2 + 


0 1 
1 0 


X + 


0 -1 
3 2 


C = 


r o 

f 


’l 

2 

+ 

0 

-1 


7 

10 

l 

0 


2 

3 

3 

2 


12 

17 

t 

2 


0 

l" 

+ 

0 

-l‘ 


7 

8 

2 

3 


1 

0 

3 

2 


14 

17 


1 2 
2 3 


Vease lambien Problema 4. 


ALGORITMO DE LA DIVISION 


En el Teorema II, Capitulo 12, pagina 126, ya se dio el algoritmo de la division de polinomios a(x), 
f)(x) en ,v sobre un anillo no conmutativo unitario. Alii se suponia que el divisor j}(x) era monico. 
Si el divisor no es monico, es decir, si cl divisor [S(x] tiene coeficiente dominante b„ = 1, el teorema es 
valido solamente si b~ 1 e Si. 

En el anillo de coeficientes que aqui se considera, toda matriz regular A tiene inversa "Sobre !F ; 
asi que el algoritmo puede enunciarse asi : 

Si A(X) y B(X ) son polinomios de matrices (/) y (2) y si 5, es regular, existen entonces pares 
unicos de polinomios de matrices 0,(A), Ry(X); Q 2 (X), R 2 (X) e ^[X~\, siendo R x {X) y R 2 {X) bien 
cero o bien de grado menor que el de B(X), tales que 


A( A) = (?,(*)• B(,\) + /?,(X) (i) 

A (A) = B( A) • Q 2 ( A) + R 2 ( A) (V) 


Si en ( 4 ) R,{X) = 0, B(X) se dice divisor a la derecha de /1(A); si en ( 4 ' ) R 2 ( X) = 0, B( X) se dice di- 
visor a la izquierda de A(A). 

Ejemplo 4: 

Dadas 

A(X) = 


X 2 + 3X 2 + 3X 

2X 2 + 5X + 4 


1 o' 

X 2 + 

3 2 

X 2 + 

3 5" 

X + 

0 4 

X 2 + X - 1 

X 2 + l 


0 0 


1 1 


L 1 °_ 


-1 1 


B(X) = 


X + 1 1 

X X + 2 


1 0 
1 1 


X + 


1 1 
0 2 


hallar Q|(x),fi,(X); Q 2 (X),ff 2 (X) tales que 

(o) A(X) = Q,(X) • B(X) + R,(X), (b) A(X) = B(X) • Q 2 (X) + K 2 (X) 


Aqui es By = 


i o' 

* 0 y B7 l = 

1 0 

1 1 

• I 

-1 1 
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A(X) - 

AjBj ' 1 X'-B(X) = 

2 1 

1 1 


C(X) - C,B~'xB(At 

= 


D(X) - 0,8, 1 

B(X) 

Entonces, Q,(X) 

= (A 2 x 2 + c..,x + o,)b-' 


+ 

2 2 
1 -2 


3 5 

1 0 

X + 

0 0 
-4 2 


X + 

0 4 
-1 1 


0 4 
-1 1 


= C(X) 

= D(X) 


l 0 
0 0 


= ft.(X) 

X* + 


1 1 
0 1 


X + 


0 2 
3 -2 


X 2 + X X + 2 
3 X — 2 


lb) Calculamos 


A<X) - fiWB-'AgX* = 


3 2 
3 1 


F(X) - BMB.-'EjX = 


X 2 + 

0 4 

1 2 


3 5 
1 0 


X + 


0 4 
-1 1 


= E{\) 


F{\) - B(\)B~' F , = 

Entonces. Q 2 (x) = Bf 1 (A 3 x 2 + E 2 X + F,) = 


X + 

-1 2 
-3 5 

1 0 

-1 0 


0 4 
-I 1 


= FM 

= fi a (X) 

X 2 + 


3 2 

0 -1 


X + 


0 4 

1 -2 


X 2 + 3X 2X + 4 
-X 2 + 1 -X - 2 


Vease Problema 5. 

Para la matriz cuadrada de orden n B = [i y ] sobre SF, definase su matriz caracteristica asi: 



j A — bn —bn 

-b.a 




— & 2 I 

X — 622 

— 1)23 


— bin 

A/-B = 

—bn 

—bw 

A — 1)33 


~b$ n 


_ 

~b n2 

“•1*ii3 

. . A 

&nn_ 

en (/) y B(X) 

- XI- 

B, (4) y (4‘) dan 




M A) 

= Q.(A) 

•(A/-B) 

+ R x 



A(A) 

= (A/ — 

S) • Q 2 (A) 

+ J ?2 



( 5 ) 

[5’) 


en donde los restos R x y R 2 no ticnen X. Puede demostrarse adenitis que 

R x = A r (B) y R 2 = A l (B) 

Ejemplo 5: 


Con A(x) = 


X 2 X-l 
X + 3 X 2 + 2 


X + l 3 
3 X + 3 


A(X) = 

Del Ejemplo 3. los resios son 


(X/-B) + 


B = 


7 10 
12 17 


1 2 
2 3 


tenemos X/ — B = 

= (X/ - B) 


X + l 3 
3 X + 3 


X-l -2 
-2 X — 3 


7 8 

14 17 


B, = /MB) = 


7 10 
12 17 


y « 2 = A l (B) = 


7 8 

14 17 
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RAICES Y VECTORES PROPIOS DE UNA MATRIZ 

Estudiemos de nuevo una transformacidn lineal dada de V, (&) en si mismo. Considerese, por ejem- 
plo, la transformacidn de V - V 3 (R) dada por 


- (2.2,1) 

'» -* (1,3.1) 

«, - d.2.2) 

(Recuerdese que en nuestra notacidn las imigenes de los vectores unitarios e„ t 2 , e, del espacio son los 
vectores fila de A y que la transformacidn lineal viene dada por 

V -* V : f -* f A 


A = 


2 2 1 
1 3 1 
1 2 2 


pues otros escriben los vectores imagen como vectores columna de A. En este caso, la transformacidn 
esta dada por 

V-. «-* Af 

Para la misma matrix A, las dos transformaciones son en general diferentes.) 

La imagen de { = (1, 2, 3) 6 V es 


1 


(1,2.3) 


2 2 1 
1 3 1 
1 2 2 


(7, 14, 9) GY 


vinculada a { ilnicamente por la transformacidn A. Por otra parte, la imagen de = (r, 2r, r)e V es 
5i„ csto es, la imagen de cualquier vector del subespacio V x C K generado por (1, 2, 1), es un vector 
de V . Andlogamente, es fdcil comprobar que la imagen de cualquier vector del subespacio V 1 C K 
generado por (1, - 1, 0), es un vector de V J y que la imagen de un vector de V 3 C K generado por 
(1, 0, - 1 ), es un vector de V 3 . Asimismo, la imagen de un vector (s + I, -s, - 1 ) del subespacio V* C K 
generado por (1, — 1,0) y (1,0, -1), es un vector del subespacio generado por 61 mismo. Se deja al 
lector hacer ver que no ocurre lo mismo ni para el subespacio V 3 , generado por (1, 2, 1) y (1, - 1, 0) 
m para el V * , generado por (1,2, 1) y (1,0, -1). 

Resumiendo: La trattsformacidn lineal A de P 3 (Rj aplica un vector del subespacio V 1 , generado 
por (1, 2, 1), en un vector de V\ y un vector del subespacio V 4 , generado por (1, - 1, 0) y (1, 0, - 1), 
en un vector del subespacio generado por 61 mismo. Diremos que un vector no nulo de V\ o de V*', 
es un vector propio (vector invariante o autovector) de la transformacidn. 

En general, sea una transformacibn lineal de V = V, (&) referido a la base dada 

por una matriz cuadrada de orden n, A = [e l; ] sobre P. Todo vector no nulo ( = (x„ x 2 , x 3 , 

x.) € V es un vector propio de A siempre que {A = kt, es decir, si 


(0,1*1 + 021*2 + - + Offl*n, a,2*l + Oi2*2 + ■ • • + O n 2*n, .... 

((f) 

a,,,*, + a a »*j + • ■ • + a„x„) = (A*,, a*2 a*„) 

para un k 

Utilizaremos ahora (6) para resolver el problema siguiente: Dada A, hallar todos los vectores no 
nulos £ tales que (A = k( con k e & . Despu6s de igualar las componentes correspondientes en (6), 
el sistema de ecuaciones resultante se puede escribir como sigue: 


(A — Ou)*i 

— 021*2 

— Osi*3 — 

• • ■ — a*i*n 

= 0 

—0,2*1 

+ (A — 02x)*2 

— 032*3 — 

■ • • - 0,2*, 

= 0 

-0,3*1 

— 023*2 

+ (A — 03s)*3 — 

• • • - a»s** 

= 0 

-a,„*, 

— 02n*2 

- 03**3 - 

• • • + (A - a»,)*. 

= 0 


que, segun el Teorema XVIII, Capitulo 14, pdgina 181, tiene solucidn no trivial si, y solo si, el detcr- 
minante de la matriz coeficiente 
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1 - an 

-an 

-a 3 i 

-a„i 

— aia 

A — 02-2 

— a32 

a„2 

— an 

— a 2 j 

A — a 3 3 . . 

. — C!nS 

-a,„ 

—a 2n 

-a 3 „ 

. . A — a„. 


= | A/ - A T \ = 0 


siendo A T la transpuesta de A. Ahora bien, A7 - A T = {XI - A) T (compruebese); luego, por el Teo- 
rema XXII, Capilulo 14, |A7 - A T \ = \XI - A |, el determinante de la matriz caracteristica de A. 

Para toda matriz cuadrada de orden n sobre 3P , |A7 — A T \ se llama determinante caracteristico 
de A y su desarrollo, que es un polinomio tj>(X) de grado n, se llama polinomio caracteristico de A. Los 
n ceros A,, A 2 , X 3 , ... ,X„ de <t>(X) se llaman raices propias ( raices latentes o autovalores) de A y, mas 
cornu nmente, valor es propios de A. 

Ahora bien, siendo 0(A) ei^A] puede o no tener todos sus ceros en $P . (Por ejemplo, el polino- 
mio caracteristico de una matriz cuadrada de orden 2 sobre R tiene ambos ceros en 7? o bien ninguno 
en R\ el de una matriz cuadrada de orden 3 sobre R tendra uno o tres ceros en R. Se podrian consi- 
dcrar entonces solamente los subespacios de V 3 {R) asociados a los ceros reales, si los hay, o bien ampliar 
el espacio a V 3 ( C ) y hallar los subespacios asociados a todos los ceros.) Para cualquier raiz o valor 
propio A,, la matriz A,7 — A T es singular, de modo quc el sistema de ecuaciones lineales (7) es linealmente 
dependiente y existe siempre un vector propio f. Tambien k/; es un vector propio asociado a A, para 
todo escalar k. Adenitis, scgun el Teorema XVIII, Capitulo 14, pagina 181, si A, 7 - A T tiene caracte- 
ristica r. (7) tiene entonces n — r soluciones linealmente independientes que generan un subespacio 
de dimension n - r. Todo vector no nulo de este subespacio es un vector propio de A asociado a la 
ralz o valor propio A,. 

Ejemplo 6: Determinar los valores propios y los vectores propios asociados de V 3 (ft), 


dada A = 


1 1 2 
0 2 2 
-1 1 3 


El polinomio caracteristico de A es 
X — 1 0 1 

|X/ — /t T | = -1 X — 2 -1 = X3 - 6X2 + 11X - 6; 

-2 -2 X - 3 

siendo los valores propios A, = 1, A 2 = 2, X 3 = 3; cl sistema de ecuaciones lineales (7) es 

(X-l)jr, + * 3 =0 

(o) • -*, + (X - 2)* z - * 3 =0 

—2*i — 2* 2 + (X - 3)* 3 = 0 


Si A = A, = 1, el sistema (a) se reduce al 


*, + *2 = 0 

*3 = »' 


que tiene por solucion 


a*, = 1, x 2 = -1, *j = 0. Asi, pues, con el valor propio A, = 1, estA asociado el espacio 
vectorial unidimensional generado por = (1, —1,0). Todo vector (k. -k, 0), k ^ 0 de 
este subespacio es un vector propio de A . 

c: , , . .. , f*l + *3 = 0 .nl.ii.iiw „ w - 0 


Si A = A 2 = 2. el sistema (a) se reduce al 


, cuya solucion es a, = 2, 


a 2 = — 1 , x 3 = — 2. Asi que con cl valor propio A, = 2, esta asociado el espacio vectorial 
unidimensional generado por = (2, - 1 , -2), y todo vector (2k, -k, -2k), k ± 0, es un 
vector propio de A. (*, + *2 = 0 

Si A = A 3 = 3, el sistema (a) se reduce a * 1 2 * + * = 0 ’ c * ue l ' ene P or s °l uc *b n 

a, = 1, x 2 = - 1, * 3 = — 2. Asi que con el valor propio A 3 = 3 esti asociado el espacio vec- 
torial unidimensional generado por £ 3 = (1, — 1 , -2), y todo vector (k, -it, -2k), A + 0, 
es un vector propio de A. 
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Ejemplo 7: 


Determinar los valores propios y Ios vectores propios asociados de V 3 (/?), 


donde A 


2 2 1 
1 3 1 
1 2 2 


El polinomio caracteristico es 


\\l - A T| 


\-2 -1 -1 
-2 X — 3 -2 


X 3 - 7X J + 11X - 5; 


| -1 -1 X-2| 

los valores propios son A., = 5, X 2 = 1, X s = 1 ; y el sisiema de ecuaciones lineales (7) es 

f(X-2)x, x 3 =0 

(a) j -2x, + (X — 3)x 2 - 2x 3 =0 

l -x, - x 2 + (X — 2)x 3 = 0 


Si X = X., 


5, el sistema (a) se reduce al 




Q que tiene por solucion 


-x, = 1, x 2 = 2, Xj = 1. Asi, pues, asociado con X, = 5 esta el espacio vectorial unidimen- 
sional generado por £, = (1, 2, 1). Si X = X 2 = 1, el sistema (a) se reduce a x, + x 2 + x 3 = 0 
que tiene x, = 1. x, = 0. x 3 = - 1 y x, = 1, x 2 = — 1, x 3 = 0 como soluciones linealmente 
independientes. De modo que asociado con X 2 = 1 esta el espacio vectorial bidimensional 
generado por = (1. 0, -1) y { 3 = ( 1 , - 1 , 0). 


La matriz del Ejemplo 7 se estudio al comienzo de esta section. Los Ejemplos 6 y 7, asi como el 
Problema 6, sugieren que con cada valor propio simple esta asociado un espacio vectorial unidimen- 
sional y que con cada valor propio de multiplicidad m > 1 esta asociado un espacio vectorial m-dimen- 
sional. Lo primero es cierto, pero (vease Problema 7) lo segundo no. No investigaremos aqui este asunto 
(el lector a quien interese puede consultar cualquier libro de matrices); enunciaremos simplemente 

Si X es una raiz o valor propio de multiplicidad m 1 de A, hay entonces un espacio vectorial 
asociado con X cuya dimension es al menos 1 y a lo mas m. 

En el Problema 8 demostramos el 

Teorema III. Si X,, X 2 , son valores propios distintos y vectores propios asociados de una ma- 

triz cuadrada de orden n, entonces y £ 2 son linealmente independientes. 

Se deja al lector la demostracion del 

Teorema IV. La matriz diagonal D = diag(X,, X 2 , . . . , X„) tiene como valores propios X,, X 2 , . . . , X„ 
y como vectores propios asociados respectivamente «„ e 2 , . . . , e„. 


MATRICES SEMEJANTES 

Dos matrices cuadradas de orden n, A y B sobre se dicen semejantes sobre 3? si existe una ma- 
triz regular P sobre 3P tal que B = PAP~'. 

En los Problemas 9 y 10, pagina 213, demostramos el 

Teorema V. Dos matrices semejantes tienen los mismos valores propios. 
y el 

Teorema VI. Si es un vector propio asociado con el valor propio X, de B = PAP~', entonces 
Zi = es un vector propio asociado con el mismo valor propio X ; de A. 
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Sea A una matriz cuadrada de orden n sobre !F que tiene por valores propios X 1( X 2 , . . . , X„ se- 
mejante a Z) = diag(X 2 , X 2 , . . . , XJ y sea P una matriz regular tal que PAP ~ 1 = D. Segun el Teo- 
rema IV. e, es un vector propio asociado con el valor propio X, de D, y segun el Teorema VI, = t,P 
es un vector propio asociado con el mismo valor propio X f de A. Ahora bien, t t P es el vector fila i-esimo 
de P; luego A tiene n vectores propios linealmente independientes t,P que forman una base de V„ (J 7 ). 

Reciprocamente, supongasc que el conjunto S de todos los vectores propios de una matriz cua- 
drada A de orden n, generan a V„ (&). Entonces, podemos elegir un subconjunto {c 1; c 2 C„< de 

5 que es una base de V„ (J*). Como cada C,- es un vector propio, 

<f,A = A,*,. (A = A J, iA = A„£„ 


siendo X,, X 2 X„ los valores propios de A. Con P = 


PA = 


A, 0 
0 A, 

0 0 


VI 


V-. I 


encontramos 


P o bien 


PAP-' = diag (X„ X 2 , . . . , X.) = D 


y A es semejante a D. Hemos demostrado el 

Teorema VII. Una matriz cuadrada A de orden n sobre & , que tiene por valores propios X„ X 2 , . . . , X„ 
es semejante a D = diag(X,, X 2 , . . . , X„) si, y solo si, el conjunto S de todos los vecto- 
res propios de A generan a V„ ). 


Ejvmplo 8: 


Para la matriz A •= 


2 2 1 
1 3 1 
1 2 2 


del Ejcmplo 7. tomese P 


Entonces, P~ l 


i i i 
i i -J 
1 -! i 


y 


Si 


1 

2 

■1 

Sz 

= 

1 

0 -1 

t 3 


1 

-1 

°J 



X 2 1 


! 2 l' 


1 1 k 


5 0 0 

PAP - > = 

1 0 -1 

1 -1 0 


1 3 1 

1 2 2 j 


i i 

J -? L 


0 1 0 

0 0 1 


diag(A„A 2 . A 3 ) 


No toda matriz cuadrada de orden n es semejante a una matriz diagonal. En el Problema 7, pa- 
gina 213, por ejemplo. la condicion del Teorema VII no se cumple, ya que el conjunto de los vectores 
propios solamente genera un subespacio bidimensional de V 3 (R). 


MATRICES SIMETRICAS REALES 

Una matriz cuadrada A = [a y ] de orden n sobre R se dice simetrica si A T = A, es decir, si 
a,j = a,, para todo i y j. La matriz A del Problema 6, pagina 212, es simetrica; las matrices de los Ejem- 
plos 6 y 7 no lo son. 

En cl Problema 11, pagina 214, se demuestra el 
Teorema VIII. Los valores propios de una matriz real simetrica son reales. 

En el Problema 12, pagina 214, demostramos el 

Teorema IX. Si X,, c,; X 2 , g 2 son valores propios distintos y vectores propios asociados de una 
matriz cuadrada de orden n real simetrica. entonces £, y £ 2 son mutuamente ortogo- 
nales. 
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Si bien aqui no se dara la deraostracidn, toda matriz real simetrica A es semejante a una matriz 
diagonal cuyos elementos diagonales son los valores propios de A. Entonces, A tiene n valores propios 
reales y n vectores propios asociados reales ortogonales entre si 

'V £]> ^2" • • •'< A„, £„ 

Definiendo ahora Vt = (t = 1,2 n), 

A tiene n valores propios reales y n vectores reales unitarios propios asociados ortogonales entre si 

V Ip V 2 - • • • ; *„• •/„ 

7z 

Por ultimo, con S = • . se tiene SAS = diag(A.„ X 2 X,). 


L’-J 

Los vectores r\u ti 2 , . . . , r\ n forman una base de F„ ( R ). Estas bases, que consisten en vectores uni- 
tarios ortogonales entre si, se llaman ortogonales normales o bien bases ortonontiales. 


MATRICES ORTOGONALES 

La matriz S definida en la section precedente se llama matriz ortogonal. Vamos a dar algunas de 
sus propiedades especiales. 

I. Como los vectores fila 17, de S son vectores unitarios ortogonales, es decir 1 ■ si 1 =J 

. . ’ 1 0, si i + f 

se deduce en seguida que 








V 2 



VfV, 

V, ■ Vi ■ 

■ ■ V t -Vn 

S-S T = 

• [vp Vi’ ■ 

■ • ’ vj 

= Vi-V, 

Vi- Vi ■■ 

■ Vi-V„ _ J 

On 



_Vn • V , 

Vn-Vi ■■ 

• v„ ■ Vn 


y S T = S-'. u J 

2. Como S • S 1 = S T • S = /, los vectores columna de S son tambien vectores unitarios ortogonales. 
Asi, pues, 

Una matriz real H es ortogonal si H ■ H T = H T ■ H = /. 

3. Considerese la transformacidn ortogonal Y = XH de F„ (R) cuya matriz H es ortogonal y denotese 
por Y„ Y 2 , respectivamente, las imagenes de X t , X 2 e V, (/?). Como 

Y,-Y 2 = Y,Y J = = X^H-H^Xl = X t XI = x r x 2 , 

una transformacion ortogonal preserva los productos internos 0 escalares de vectores. 

4. Como |F,| = (T, • T 2 ) 1/2 = (X, ■A',)" 2 = |AT, |, una transformacidn ortogonal preserva la lon- 
gitud de los vectores. 

Y j • Y'2 X * y 

5. Como cos O' = _ cos 0, con 0^0,0' < n, es O' = 0. En particular, si 

X 1 • x 2 = 0, entonces Y t ■ Y 2 = 0, es decir, los vectores imagen por una transformacidn ortogo- 
nal de vectores ortogonales, son ortogonales. 
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Una transformation ortogonal Y ~ XH (o tambien la matriz ortogonal H) se dice propia o im- 
propia, segun que \H\ = 1 o \H\ = — 1. 

Ejemplo 9: 

Para la matriz A del Problema 6, se tiene 

>1. = ii/kil = (2/V6, -1/V6), = (1/V3, 1/V% 1/V3). i 3 = (0, 1/V2. -l/\/2) 


Entonces, con 



ll 


2/V6 

-l/Ve 

-i/Ve 


2/Ve 

l/Vs 

0 

s = 

12 

= 

i/Vs 

1/V3 

1 /V 3 

, S-‘ = S T = 

- 1 /V 6 

1/V3 

l/v/2 


13 


0 

1 /V 2 



-vVH 

1 /V 3 

-l/v/2 


y tenemos S • A ■ S' 1 = diag (9, 3, -3). 

La matriz S del Ejemplo 9 es impropia, es decir, |S| = - 1. Se puede comprobar facilmente que 
si se hubiera utilizado el opuesto de cualquiera de los vectores tj,, t] 2 , ri 3 para formar 5, la matriz habria 
sido propia. De modo que, para toda matriz real simetrica A, siempre puede hallarse una matriz orto- 
gonal propia S tal que S ■ A ■ S ~ 1 sea una matriz diagonal cuyos elementos diagonales sean los valores 
propios de A. 


CONICAS Y CUADRICAS 

Uno de los problemas de la geometria analitica plana y del espacio ordinario es la reduction de 
las ccuaciones de las cdnicas y de las cuddricas a formas candnicas que hagan aparente la naturaleza 
de estas curvas y superficies. 

Sea la ecuacion de una conica referida a ejes coordenados rectangulares OX, OY 


ax 2 + by 2 + 2 cxy + 2dx + 2ey + f = 0 («) 

y sea la ecuacion de una cuadrica referida a ejes coordenados rectangulares OX, OY y OZ 

ax 2 + by 2 + cz 1 + 2 dxy + 2 exz + 2 fyz + 2 gx + 2 hy + 2 kz + m = 0 (9) 

Recuerdese que las reducciones necesarias se efectuan por rotation de ejes para eliminar terminos con 
productos cruzados, y por traslacion de ejes para eliminar, cuando ello es posible, terminos de grado 
menor que dos. Aqui nos proponemos esbozar un procedimiento general para tratar cdnicas y cua- 
dricas. 

Considerese la conica general de ecuacion (8). Sus terminos de segundo grado, ax 2 + by 2 + 2 cxy 
se pueden escribir con notation matricial asi: 


ax 2 + by 2 + 2cxy = (x.y ) ' 


a c 
c b 


= X-E- X T 


con X = (x.y). Como E es real y simetrica, existe una matriz ortogonal propia S = 


tal que 


S- E- S~' = diag(A. [ , X 2 ), siendo X,, p , ; X 2 , f/ 2 los valores propios y vectores propios asociados uni- 
tarios de E. Asi que existe una transformation ortogonal propia X = (x\ y')S = X'S tal que 


X'S • E ■ S~'X' T 


X' 


A, 0- 
0 A 2 


X' T 


\ t x’ 2 + A 2 2/' 2 


en donde el termino con producto cruzado tiene coeficiente 0. 
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In In 
Vti 'In 


entonces 


Sea S = 

(x,y) = X = X’S = (x',V) 




'hi 'll 2 

Vzi Vn 


- [vn*' + VaV'. Vn x ’ + VnV ' ] 


X = Vn x ' + VuV' 
V = Viz*' + ' 


y tenemos 

Esta transformacirin reduce (S) a 

A,x' 2 + \ 2 V 2 + 2 (d Vn + e Vn )x' + 2 (<*, tl + e Vn )y' +f = 0 

que mediante una traslacion ha de reducirse a la forma canonica. 

Otro proccdimiento para obtener (S') es como sigue: 

(i) Obtengase la matriz ortogonal propia S. 

(ii) Formese la asociada de (5) 


(S’) 


ax 2 + by 2 + 2 cxy + 2 dxu + 2 eyu + fu 2 = (x, y, u) 
donde X = (x,y, u). 

(iii) Utillcese la transformation X — X 


a c d 
c b e 
d e f 


. y = X-F-X T = 0 


S 0 
0 1 



s o' 

X' 

L° 1 


X' = (x‘, y‘, u'), para obtener 

X' T = 0 


S T 0 

0 1 


la asociada de (S'). 

Ejemplo 10: Identificar la conica 5x 2 — 2\/3 xy + 1y 2 + 20\/3 x — 44 y 4- 75 = 0. 
5 


Para la matriz B - 


de los terminos de segundo grado, hallamos 4, (^VH, J); 8, (— $V3 ) 

k/3 i 


-Vs 7 

como valores propios y vectores unitarios asociados propios y formamos 


Entonces, X = X' 


r _ 


5 

-Vs 

10^3 

S 0 

reduce X-F-XT = X 

-V» 

7 

-22 

0 1 


_10\/3 

-22 

75 


S = 

= 0 a 





L _ 

6 -Vs 

10\/3 

iV3 -J 0 

X' 

-i *Vs o 

—Vs v 

-22 

i iV3 0 


0 0 1_ 

_loVs -22 

75 _ 

0 0 1 

1— — 


X'T 




Pot la traslacidn 

Utilizando 


4 0 4 

0 8 -lev's | 

4 -16^3 75 

los asociados de 4x' 2 + 8 y' 2 + 8x' - 32^3 y' + 75 = 4(x' + 1)2 + 8(j/' - 2\/3 )* - 26 = 0. 
x" = X' + 1 

y" = y' — 2^3 

x — %/3 ± ^ I " ‘ seve ficilmente que, refiriindonos al 

y = Jx' + jV3 y' (»' = V" + 2V3 

sistema de coordenadas original, el nuevo origcn esta en 0"(-3,/3/2, 5/2) y que los nuevos ejes 0"X" y 
0"Y" tienen respectivamente las direcciones de los vectores unitarios propios (J^/3, j) y (— i, 2%/3). 

Vease Problema 14. 


= Ax' 2 + By' 2 + 8x’u' - 32 VZy'u' + 76u'» = 0 


. esta se convierte en la Ax" 1 + 8" 2 = 25 y la conica es una elipse. 


# — 
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Problemas resueltos 

"a 2A + 1 A + 2 

1. Rcducir A (A) = A* + A 2A 2 + 2A A* + 2A a forma normal 

A 2 — 2A 2A ! — 2A — 1 A 2 + A-3_ 

El mAximo comiin divisor de los elemcntos de /1(A) es 1 ; hAgase/,(A) = 1. Ahora utilicese K lt (- 2) seguida 
de K n y procAdase luego a eliminar en la primera fila y columna para tener 


AM ~ 

1 X 

o x 2 + x 

A + 2 

X* + 2A 


1 0 

0 X 2 + X 

0 

X« + 2X 


2X - 1 X 2 - 2X 

1— 

X* + X - 8 


2X - 1 -X 2 - X 

-X* — 2x — 1 


1 0 0 

- 0 A 2 + A X 2 + 2A = B(\) 

0 —A 2 — A -X* - 2X - 1 


El mAximo comiin divisor de los elementos de la submatriz + es 1 ; hAj 

-X* - X -X s - 2A - 1 

A fl(A) aplfquese // 23 (1) y X 23 (- 1) y luego eliminese en las segundas fila y columna para obtener 


es 1; hAgase / 2 ( A) = 1. 


1 0 0 

AM ~ 0 1 -1 

0 X + 1 -X* - 2A - 1 


10 0 

-01 0 

0 X + 1 —A 2 — X 


10 0 10 0 
-01 0 - 010 
0 0 -X s - X 0 0 X 2 + A 


= NM 


siendo necesario el ultimo paso para que / 3 (A) = A 2 + A sea mdnico. 

r» a "I [A* 0 0 

2. Reducir (a) A (A) = * 0 7 (b) B( A) = 0 A 2 - A 0 

L° A + 1 'J [_0 0 A«_ 

(a) El mAximo comiin divisor de los elemcntos de /1(A) es 1. Asi, 

*<» - [» ,'.141 ri. “ 


a forma normal 


X 0 
0 X + 1 


X X + l 
0 X + l 


-1 0 
-X - 1 -X* - X 


( b ) El mAximo comiin divisor de fl( A) es A. Se tiene 


-1 X + l 
-X - 1 X + l 


-1 0 
0 — X 2 — X 


1 0 
0 A 2 + A 


= NM 



X 2 0 0 


X 2 x 2 -x o 


x 2 x 2 - x o 


X X 2 - X 0 

BM = 

0 A 2 -A 0 

_° o * J _ 


0 A 2 -A 0 

0 0 X 2 

" 

-X 2 + A 2 A 2 -A 0 

0 OX 2 


-X s + X A 2 -X 0 

0 0X» 


1 

>• 

>* 

1 

o 

1 


1 

O 

o 

/< 

1 


-x> o o 

- 

0 A 4 -X 8 0 

- 

0 0 X 2 


0 0 X 2 

J 



x o o 
ox* o 

0 0 A«-A« 


= NM 
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3. Reducir A(\) = 


A — 2 — 1 -1 
-2 A -3 -2 

-1 -1 A — 2 


a forma normal 


El maximo comiin divisor de los elementos de /((A) es 1. Utiiizamos K l3 seguida de A',( - 1 ) y luego elimi- 
namos en las primeras fila y columna para tener 


4(A) ~ 


1 -1 A - 2 

2 A - 3 -2 

2- A —l -1 


1 0 0 
0 A — 1 2 — 2A 

0 1 — A A 2 — 4A + 3 





‘l 0 


0 5(A) 




El m&cimo comiin divisor de los elementos de fi( A) es A - 1 ; entonces 



1 0 

0 


1 0 0 

4(A) - 

0 A — 1 

2 — 2A 

- 

0 A-l 0 


1^0 1 — A A 2 -4A + 3^ 


0 0 A 2 - 6A + 5 


4 . Expresar4(A) = 


A + 2 A + 1 A + 3 
A A -3A 2 + A 
A* + 2A A 2 + A 3A 2 + 5A 


= NM 


como un polinomio en A y calcular 4(-2), 


A„(C ) y At(C) si C = 


1 0 2 
-1 -1 -4 
-1 0 -2 


Obtenemos 


AM = 


0 

0 

0 0 

0 -3 

A 2 + 

"l 1 f 
1 1 1 

A •+ 

r 2 1 3 

0 0 0 

1 

1 3 

_ 


_ 215 , 


0 0 0 


A(-2) = 4 


0 0 0 


rm] 


2 1 3 


0 -1 1 

0 0-3 

- 2 

1 1 1 

+ 

0 0 0- 

= 

-2 -2 -14 

1 1 3 

— mJ 


2 1 5 
. J 


0 0 0 


0 2 2 


Como C 2 - 


-1 0 -2 
4 1 10 

1 0 2 


tenemos 


A„(C) = 


A l (C) = 


0 0 0 

0 0-3 

1 1 3 

-1 0 -2 
4 1 10 

1 0 2 


-1 0 -2 


1 1 1 

1 

*-* 

o 

to 

1 


2 1 3 


1 0 -1 

4 1 10 

+ 

1 1 1 

TJ* 

1 

rH 

H 

1 

+ 

0 0 0 


-4 -1 -10 

I-* 

o 

to 

1 


2 1 5 

L - 1 °- 2 J 


0 0 0 

O 

<N 

1 


0 

0 

H 

0 0 

0 -3 

+ 

1 

w — 

1 

o 

1 

- “l 


i i i 

i i i 

+ 

2 1 3 

0 0 0 


5 2 8 

0 4 5 

1 

1 3 J 


-1 0 -2 

J 


1 

to 

cn 

1 


0 0 0 


-3 -1 -5 


’a 4 + a 2 + 3a 2 + a 

A 4 4- A 3 + 2A 2 + A + l~i 

y m = | 

"a 2 + 1 A 2 - A " 

A 3 - 2A + 1 

1 

1 

CO 

1 

w 

M 

A 2 + A 2A 2 + 1 


5. Dadas A(A) = 

hallar Qi(\),R,(\); Q z (A),i2 2 (A) tales que 

(a) A( A) = g,( A) • 5(A) + /?,( A) y ( b ) 4(A) = 5(A) • 0 2 ( A) + /? 2 ( A). 

Tenemos 


4(A) = 


1 1 
0 0 


A« + 


1 1 
1 2 


A* + 


3 2 
0 -3 


A 2 + 


1 1 
-2 0 


A + 


0 1 
1 -2 
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1 1 

1 2 

X 2 + 

0 -1 

1 °J X + 

1 0 

0 1 

1 1 

!■ 2 

y 

b 2 ~' = 

2 - 

-1 


(a) A(X) - = 


CM - C 3 B~'-\-BM = 


DM ~ D 2 B-‘-B(X) = 0 = R,(X) 

y 

q,m = (a,x2 + c3x + d 2 )b 2 -' = 

Aqui. fl(X) es divisor a la dcrecha de A(X). 


1 2 

1 0 

0 1 

-1 -sj x2 + 

-2 -1 

l 1 - 2 J 


X 2 x + 1 
1 X — 2 


= DM 


= cm 


(b) AM BM-B-'A <X 2 = _! 0 X3 + ! -2 X2 + -2 ! X + ! -2 

B(X) - B(X)-B 2 -'B 3 X = [° jx»+ _? *lx + ? = F(X) 


F(X) - B(X)-B-'f- 2 = I’ X + J J 


0 -X - 1 
-X + 1 — 2x 


= EM 


= « 2 (X) 


Q 2 (X) = B 2 -'(A 4 X2+B 3 X + P 2 ) = 


2X2 + X 2X S + 2 
-X2 - X — X 2 — 2 


7 -2 -2 

6. Hallar los valores propios y los vcctorcs propios asociados de A = -2 1 4 sobre R. 

-2 4 1 

X — 7 2 2 

El polinomio caracteristico de A es |xJ — A 7 ] = 2 X - 1 -4 = X s - 9x 2 - 9X + 81; los va- 

2 -4 X - 1 

lores propios son X, = 9, X 2 = 3, X 3 = -3; y el sistema de ecuaciones lineales (7) es 

f(X — 7)*i + 2 i 2 + 2x 3 =0 

(a) j 2*, + (X — 1)* 2 — 4x 3 — 0 

[ 2*| — 4x 2 + (X — l)z 3 = 0 

Si X = X, = 9, (a) se reduce a J x i + 2 * 2 0 cuya so l U cidn es at, = 2, x 2 = — 1, x s = - 1. Asi que con 

+ 2* 3 = 0 

X, = 9 esta asociado el espacio vectorial unidimensional generado por £, = (2. —1, —1). 

Si X = X 2 = 3, (a) se reduce ai * 3 - %ue tiene por solucion x, = 1, x 3 = 1, x 3 = 1. De modo que 

[*2 - *3 = 0 ' 

con X 2 = 3 esta asociado el espacio vectorial unidimensional generado por £ 2 = (1, 1, l). 

Si X = X 3 = —3. (a) se reduce aJ ^ que tiene por solucidn x, = 0. x 2 = 1, x 3 = — I. De modo 

[ *2 + *3 = 0 

que con X 3 = —3 esta asociado el espacio vectorial unidimensional generado por c 3 = (0. 1 , — 1 ). 
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0 -2 -2 

7. Hallar los valores propios y los vectores propios asociados de A = -l l 2 sobre R. 

-1 -1 2_ 

x 1 1 

El polinomio caracteristico dc A es |x/ - A*\ = 2 x - 1 l = x 3 - 3\ 2 + 4; los valores pro- 

2 -2 X — 2 

ptos son X, = -I, X 2 = 2, X 3 = 2; y el sistema de ccuaciones lineales (7) es 

X*, + + ar 3 =0 

(a) -2x, + (X-l)x 2 + x 3 =0 

2a:, - 2ar 2 + (X - 2)* 3 = 0 

Si X = X, = - 1, el sistema (n) se reduce a \ z ‘ *2 “ 0 cuya so i uc j5 n es Xl = l, x 2 = 1, .v, - 0. De 

*3 = 0 

modo que asociado con X, = — I esta el espacio vectorial unidimensional generado por £, = (I, 1,0). 

Si X = X 2 = 2, el sistema (a) se reduce al 3 *‘ + - 0 cuya so | uc j6 n es = | Vj = i, Xi = _3, 

*i _ *2 = 0 

Y el espacio vectorial unidimensional asociado a X 2 - 2 cs generado por { 2 - (I, I, -3). 

Notese que aqui un espacio vectorial de dimension uno esti asociado a una raiz o valor propio doble X 2 = 2, 
mientras que cn el Ejemplo 7 con la raiz o valor propio doble estaba asociado un espacio vectorial dc dimen- 
sion dos. 


8. Detnoslrar: Si X,, X 2 , £ 2 son valores propios distintos y vectores propios asociados a ellos 

de A , entonces £, y c 2 son linealmcnte independientes.. 

SupOngase. por el contrario, y Z 2 linealmente dependicntes; existen entonces escalares a, y a 2 ambos 
no nulos, tales que 

(i) + a 2 { 2 = 0 

Multiplicando (i) por A y teniendo cn cuenta que (,A = X,{„ se ticnc 

(ii.) »iCi A + a 2 i 2 A = n,X,{, .+ a 2 K 2 ( 2 = 0 

Y entonces (i) y (ii) se cumplen si, y solo si, , = 0. Pero, entonces, X. = X 2 , cn contradiccibn con lo 

X, X 2 

supuesto; luego c, y { 2 son linealmente independientes 

9. Demostrar que dos matrices semejantes tienen los tnismos valores propios. 

Sean A y B = PAP~ ' matrices semejantes; entonces. 

X/ - B = X/ - PAP-' = P\IP-' - PAP-' = P(\I-A)P ~ ' 
y |X/-B| = \P(\I — A)P~ l \ = |P| • |X/-4| • IP- 1 ! = |X/-A| 

Con lo que A y B, por tener cl mismo polinomio caracteristico, deben tener los misntos valores propios. 

10. Demostrar; Si es un vector propio asociado con el valor propio X, de B = PAP~', entonces 
c;, = (;P es un vector propio asociado con el mismo valor propio X ( de A. 

Por hipotesis. f,B = X.C, y BP = [PAP " 1 ) = PA. Entonces, S,A = £, PA = (,BP = \£,P = Xrf, y es 
un vector propio asociado con cl valor propio X, de A. 
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11. Demostrar: Los valores propios de una matriz cuadrada de orden n real simetrica son reales. 

Sea A una malriz real simetrica y supongase que h + ik es un valor propio complejo. Ahora bien, 
(h + ik)I — A es singular como tambien lo es 

B = |(A + ifc)/-A) • (<A-.fc)/- A) = (A* + fc 2 )/ — 2AA + A 2 = (hl-A^ + k^I 

Como B es real y singular, existe un vector real no nulo { tal que {B = 0 y, por tanto, 

(B( T = €{(A/ - A)2 + fe*/>£ T = <£(A/ — A»{(A/ — A) T £ T > + k*(( T 

= V.v + fc 2 £*£ = o 

con = t(hl - A). Pero ipi)kO,en tanto que por ser i real y no nulo, { • t > 0. Luego k = 0 y A tiene sola- 
mente valores propios reales. 

12. Demostrar: Si X u X 2 , Z 2 son valores propios distintos y vectores propios asociados de una 
matriz cuadrada de orden n real y simetrica A, y £ 2 son ortogonales. 

Por hipOtesis, = A,{, y i 2 A = X 2 ( 2 . Entonces, 

= x i£i £2 y £2 A tT = M2 (T 

y, tomando transpuestas, £2<4 ij = \,£ 2 y £,A f J = X 2 £i £2 

Ahora bien, f, A (J = = k 2 {,i 2 y(k, - kjKitl = O.ComoX, - X z # 0,sesigueque^^ = £, • i 2 = 0 

y {, y t 2 son ortogonales. 

13. (a) Demuestrese que a = (2, 1, 3) y p = (1, 1, —1) son ortogonales. 

( b ) Hallar un vector y ortogonal a los dos. 

(c) Utilizar a, fl, y para formar una matriz ortogonal S tal que |S| = 1. 

(a) a • p = 0; a y P son ortogonales. 

(£>) y = a x f> = (-4, 5, 1). 

(c) Tomese Pl = «/|a| = (2/\/l4. 1/Vl4, 3/^14 ). Pi = fi/\P\ = (1/V3, 1/^3, -l/\/3 ) y P3 = y/| Y | = 
(-4/\/42. 5/V42, 1/V42 ). Entonces. 


Pl 


Pi 


2/\/l4 1/^14 3/\/l4 

P 2 

= 1 y S = 

P2 

= 

1/V^3 1 /Vs - 1//3 

P3 


PS 


-4/-/42 6/v^42 1/^42 


14. Identificar la cuadrica 

3a 2 - 2 y 1 - z 2 - 4 xy - 8 xz - I2yz - Sx - 16j / - 34z -31 = 0 
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X • F • X T = 


3 -2 -4 -4 

- -2 -2 -6 -8 - 

X -4 -6 -1 -17 X 

-4 -8 -17 -31 


2/3 -2/3 1/3 0 

g, 2/3 1/3 -2/3 0 _ 

1/3 2/3 2/3 0 

0 0 0 1 


= z'.u') 


3 -2 -4 -4 

-2 -2 -6 -8 
-4 -6 -1-17 

-4 -8 -17 -31 


3 0 0 -3 x' 

0 6 0 6 y' 

0 0-9 -18 I z' 

-3 6 -18 -31 \u' 


2/3 2/3 1/3 0 

-2/3 1/3 2/3 0 g, T 

1/3 -2/3 2/3 0 

0 0 0 1 


= 3*' 2 + 6 y' ! - 9 z' 1 - 6 x'u' + 12yV - 36 z'u' - 31«' 2 = 0 


cl asociado 


3*’J + 6y' 2 - 9z' 2 - 6z' + 12y' - 36z' - 31 = 3(x' - l) 2 + 6(y' + l) 2 - 9(*' + 2) 2 4-0 

x" = x'-l 

que por la traslacion y" = y' + 1 , se convierle en la 3x” ! + 6/' 2 — 9 z" 1 = 4; la superficie es un hiper- 
z" = z' + 2 

boloide de una hoja. 

Utilizando lx, y, z) = (x - , y‘, z')S y las ecuaciones de la traslacion, se tiene en seguida que, referido al sis- 
tema de coordenadas original, el nuevo origen es el punto (—2/3, —7/3, — 1/3) y los nuevos ejes tienen la di- 
rection de los vectores propios unitarios (2/3, —2/3, 1/3), (2/3, 1/3, —2/3), (1/3, 2/3, 2/3). 


Problemas propuestos 


15. Dadas A(X) = 


l 2 + X X + 1 


(a) AM + B(\) = 


( b ) AM - B(\) = 


y B(\) 


2X 2 + X X 2 + 2X + 1 
X 2 + X + 1 2X 


—X 2 + 1 


X 2 - X + 3 


r x 2 x 2 + x 

[x -1 X 


(e) A(X) • B(X) = 


(d) B(X)-A(X) = 


x« + x 3 + x 2 -i x« + 2x 3 + 2 x*+-\ 
\* + 3X 2 - X X< + X 3 + 3x 2 + 2x 


2X< + 2X 3 + 2X 2 + 2X 2X 3 + 2X2 


16. Para cada una de las siguientes matrices hallar Q,(X), /?,(X); £) 2 (X), /? 2 (X), siendo /?,(X) y R 2 (X) bien 0 o de grado 
menor que el de fi(X) y tales que A(X) = g,(X)-B(X) + R,(X) y A(X) = fl(X)-g 2 (X) + /? 2 (X). 


, > X 3 — 2X 2 + 2X — 2 X< + X - 1 X 2 + 1 X 

(o) A(X) = ; B(\) = 

X< + X 3 + X - 2 2X 2 + X - 1 1 X* + X 
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(W A(X) = 

M A(\) = 

(d) A(X) = 


2X 2 + 2X 2X 2 

X 2 + X + 2 X 2 + 2X - 1 


B(X) = 


X 2 - 2X 2 + X - 3 4X 2 + 2X + 8 

-2X-2 X 3 + 4X 2 + 6X + 3 


X X 
1 X 


B(X) = 


X — 2 3 

-1 X + 3 


- X 2 + X + 4 2X 2 + X X 2 + 4X - 2 

2X X s + X 2 + 2X — 1 4X 2 — 2X + 1 

3X 2 - 4X — 1 X 2 + X X* — 2X 2 + 2X + 2 



X-l 1 o 

II 

S' 

-1 X + l 3 

2 0 X — 2 


Kesp. (a) Q,(x) = 

<? 2 (X) = 


X - 

x» + x 


3 x * - x 1 . » rx» - f* 2x + 1 4x-i" 

-i -x + 2_|" * l(X) -[x -8 -1_ 

-2 X 2 — l“| 

X 2 1 J - 


« 2 W = 


2X 0 
X 0 


W Q,(X) = 


2X + 2 
X + l 



«iW = 


2 0 
1 -1 


Q»M = 


X + 2 
X 


X-l 
X + l 


**W = 0 


(e) Ci(x) = 


X 2 + 2 
X + l 


x - 1 
X 2 + X ‘ 


*l(x) = 0 


<? 2 W = 


X 2 — 2 
X — 6 


X + l 
X 2 + X + 4 


K 2 (X) 


8 -7 
11 -8 


(<*) QiW = 


X 2 

X + l 
X — 2 


<? 2 (X) = 


X 2 

X — 2 
X — 2 


X 

X + 3 


-2 

0 

4 

X 2 + 1 

X 

; R,W = 

2 

-3 

-2 

1 

1 

N 

H 

1 

<< 


-2 

3 

3 


X + 2 X + 4 


6 2 

4 

X 2 X — 2 

X + l X 2 

; « 2 W = 

8 -2 

-5 -2 

7 

-6 


17. Reducir a su forma normal: 


(a) 


X 

X 2 + 2X 
X 2 — 2X 


2X 

2X 2 + 3X 
3X 2 - 4X 


2X-1 
2X 2 + X — 1 
4X 2 — 6X + 2 


(d) 


X 2 0 
0 X + l 
0 0 


0 

0 

X + l 


X 2 + 1 x 3 + x 

X 3 -X 2 


X-l 3 

-2 

X-l X 2 + 1 

— 2X 

(«) 

-2 X + l 

0 

X 2 X 3 

X 3 - X 2 + 1 


3 1 

X + 2 

L 

— 





<e) 


—X 

-X 2 

X 2 + X + 1 


X + l X + 2 

X 2 + X - 1 X 2 + 2X - 1 
-X 2 - 2X - 1 -X 2 - 3X - 2 


</) 


X — 2 
-3 
2 


2 3 

X + 3 4 

0 X + l 
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1 

0 0 



1 

0 0 



1 

0 0 

' 

Resp. ( 0 ) 

0 

X 0 


(0 

0 

1 0 


(•) 

0 

1 0 



L° 

0 X’ 



0 

0 1 



0 

0 X 3 + 2X 2 + 11X + 20 


1 

0 

0 1 


1 

0 

0 

(/) 

1 

0 0 


(6) 

0 

x + l 

0 

(d) 

0 

X + l 

0 

0 

1 0 



0 

0 

X 3 + l 


0 

0 

X 3 + X 2 


0 

0 X 3 + 2X 2 — 6X — 2 



— 


— 


- 


1 * 


- 




18. Hallar los valores propios y los vectorcs propios asociados de cada una de las siguiemes matrices A sobre R. 


<•> 


1 -2 
-6 4 


(0 


3 1 
-1 1 


W 


2 0 -1 

0 2-2 

1 -1 2 


(0) 


1 -1 0 

1 2 1 

-2 1 -1 


W 




(f) 


3 2 4 
2 0 2 

4 2 3 


Resp. (a) 6, [k, —k)\ -l,(5k,2k) 
(6) 0,(4 k.k); 6, {2k, —k) 

(c) 2, (fe. A) 

(d) 0, {2k,k)\ 5, (fc, — 2fe) 
donde A; ¥• 0 y 1^0. 


(e) 1, (fc, — fc, — /c); 2, (2ft, — fc, 0); 3 , (ft, -ft, ft) 
(/) — 1, (ft, 21, -&-(); 8, {2k, k, 2k) 

(g) 1, (3ft, 2ft, ft); 2. (fc, 3fc, *); -l,(ft,0,ft) 


19. Para una matriz cuadrada /l de orden n, demostrar que 

(a) el termino constante de su polinomio caracteristico es {-If |/(|, 

(b) el producto de sus valores propios es \A\, 

(c) uno o mas de sus valores propios es 0 si, y solo si, \A\ = 0. 


20. Demostrar: El polinomio caracteristico de una matriz cuadrada A de orden n es el producto de los factores in- 
variantes de XI - A. 

Sugerencia. De P{X) -{XI - A)- S(X) = diag (/,(X), f 2 (X), . . . ,/,(X)) obtener 

, . , , |P(X)| • |S(X)| • m = /,(X) -MX) . . ,/„(X) 

con |P(X)| • |5(X)| = 1. 

21. Para cada una de las siguientes matrices realcs simetricas A hallar una matriz ortogonal propia S tal que SAS ~ 1 
sea diagonal. 


<«> 



<«) 

r 1 -6 
-6 -4 

<«> 

3 - 2-2 

-2 8-2 

( 9 ) 

3 -1 -1 

-12 0 




CJ 

1 

CM 

1 

1 


-10 2 


(6) 

4 —8* 


1 -2 


2-5 0 

-3 — 4J 

(d) 

- s ,j 

(/) 

-5 -1 3 

0 3-6 



Resp. 


2/VB 1/V5 
-1/V5 2/\/6 


3 I\fl3 - 2 /yfn 
2/vT 3 3/Vl3 


(«) 


l/3y^2 — 4/3\/2 l/3\/2 

l/\/2 0 -1/V2 

2/3 1/3 2/3 


W 


3/V10 -1/VT0 

1/VTO 3/VlO 


‘l/V5 -2/yfh 

2/yfl 1/VF 


(/) 


5/\/42 -4/\/42 — 1/'/42 
1/-/14 2/Vl4 — 3/\^14 
W8 l/\/3 1/V3 
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2//6 -1//6 -1//6 


2/3 

-1/3 

2/3 

to) 

o 1//2 - 1//2 

(A) 

1//2 

0 

-1//2 


1//8 1/V3 1//3 


1/3/2 

4/3/2 

l/3/2_ 


22. Identificar las crinicas siguientes: 

(a) 4** 4- 24*y + lly* + 16* + 42y + 15 = 0 

(b) 9x* - 12*y + 4y* + 8^13 * + 12/13 y + 52 = 0 

(e) 8x» + 2xy + 3y» + 4/2* + 12/2 y - 4 = 0 

Resp. (a) Hiperbola, (A) Parabola, (c) Elipsc, 

23. Identificar las siguientes cuadricas: 

(o) 3x* + 8y* + 8** - 4*v - 4xz - 4y* - 4* - 2y - 4* + 12 = 0 

(6) 2z* - y* - 6 j* - lOxy + 6yz + 50* - 74y + 42a + 107 = 0 

(e) 4z J + y* + a 2 - 4xy - 4*a + 2y* — 6y + 6a + 2 = 0 

(d) 2zy + 2za + 2ya + 1 = 0 

Resp. (a) Paraboloide eliptico, (6) Hiperboloide de dos hojas, (c) Cilindro parabolico. 

24. Sean A con valores propios X,, X 2> . . . , X, y S tales que 


S'A'S-' = diag(X„X 2 , ...,X„) = D 


Demostrar que S A T S 1 = D si S = S~ Asi que toda matriz A semejante a una matriz diagonal es semejante 
a su transpuesta A T . 

25. Demostrar: Si Q es ortonormal, Q T = Q~'. 

26. Demostrar: Toda matriz real cuadrada de orden 2, A, para la cual |4| < 0 es semejante a una matriz diagonal. 


27. Demostrar por sustitucidn directa que A 


a b 
e d 


es un cero de su polinomio caracteristico. 


28. i,En que condiciones la matriz real A 
(a) valores propios iguales, 

(A) los valores propios ±1? 


a b 
e d 


tiene 
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ALGEBRA LINEAL 

Un conjunto 2! dotado dc las operaciones binarias de adicion y multiplicacidn y de una multi- 
plicacion escalar por elementos de un cuerpo conmutativo & , se llama algebra lineal sobre & si 

(i) !£ es un espacio vectorial &($F) sobre 2? con respecto a la adicidn y a la multiplicacion escalar. 

(ii) La multiplicacibn es asociativa. 

(iii) La multiplicacion es distributiva a la izquierda y a la derecha con respecto a la adicion, 

(iv) & tiene un elemento neutro multiplicative (unidad). 

(v) ( ka)P = <x(kfi) = k(a ■ P) para cualesquiera a, fie y y ke . 

Ejemplo 1: (a) El cuerpo C de los niimeros complejos es un algebra lineal de dimension (orden) 2 sobre 

el cuerpo conmutativo R de los niimeros reales, pues (vease Capitulo 13) C(R) es un espa- 
cio vectorial de dimension 2 y cumple los postulados (ii)-(v). 

(A) En general, si es un cuerpo del que $ es un subcuerpo, es un Algebra lineal sobre SF . 

Ejemplo 2: Es claro que el algebra de todas las transformaciones lineales del espacio vectorial I'JF) es 

un algebra lineal de orden n 2 . Luego el algebra isomorfa de todas las matrices cua- 

dradas de orden n sobre & es tambien un algebra lineal. 


UN ISOMORFISMO 

El algebra lineal del Ejemplo 2 desempena aqui un papel parecido al del grupo simetrico S n en teoria 
de grupos. En el Capitulo 9 se vio que todo grupo abstracto de orden n es isomorfo a un subgrupo de S„. 
Ahora vamos a ver que toda algebra lineal de orden n sobre 'F es isomorfa a una subalgebra de M „($■). 

Sea i? un algebra lineal de orden n sobre & que tiene por base {x lt x 2 , x 3 , . . . , x„}. Con cada 
aei? asociese la aplicacion 

T» : xT a = x- a, xeu: 

Por (iii), xT a + y T a = x-a + ya = ( x + y)a = ( x + y)T a 

y por (v), (lex) T a = ( kx)a = k(x • a) = k(x T a ) 

para cualesquiera x, yeJ?yke& r . Luego Ta es una transformacidn lineal del espacio vectorial !£(&). 
AdemAs, las transformaciones lineales T, y T e asociadas con los elementos distintos a y P de son 
distintas. Pues sia^/J, u- a $ u- p con u, la unidad de if, implica T, ± T f . 

Ahora bien, por (iii) y (v), 

x T a + x Tp = x • a + x- p — x(a 4 - p) = x Ta+s 
(xTa)Tg — (X'a)p = x(a’fi) = XTa-e 
y ( kx ) T a — ( kx)a = k(X -a) = X • ka = X Tka 
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De modo que la aplicacion a -» r„ es un isomorfismo de ££ sobre una subalgebra del algebra de todas 
las transformaciones lineales del espacio vectorial \ Como este a su vez es isomorfo a una sub- 
algebra de queda demostrado el 

Teorema I. Toda algebra lineal de orden n sobre & es isomorfa a una subalgebra de 

Ejemplo 3: Considerese el algebra lineal de orden 3 con base {1, f/l, -fa). Para un elemento 

cualquiera a = a, 1 + a, f/2 + a, fa de Q[f/ 2], tenemos 

1 • a = a, 1 + a 2 \/2 + a 3 tyi 
• a = 2a 3 l+ a,v^2 + a 2 v^4 
V^4 • a = 2a 2 1 + 2a 3 \^2 + n,v^4 

Entonces, la aplicacidn 


a 


, 1 + a 2 \/ 2 + a 3 \/4 


“I 

“2 

a 3 

2 a 3 

“1 

“2 

2° 2 

2 a, 

®1 


es 


un isomorfismo del algebra lineal 


sobre el algebra de todas las matrices de M„(Q) 


de la forma 


rat 
2t r a 
2» 2t r 


Vease tambien Problema 1. 


Problemas resueltos 

1. Mostrar que i? = {a, • 1 + a 2 a + a 3 ft: a,-e R} con multiplication definida de modo que 1 es la 
unidad, 0 = 0-1 + 0 • a + 0 • /? es el neutro aditivo, y 


• 

a /} 



• 

a p 

a 

a /? 

y 

(6) 

a 

a 0 

P 

0 0 



P 

0 0 


son algebras lineales sobre R. 


Podemos verificar simplemente para cada caso que los postulados (i)-(v) se cumplen. En vez de eso es pre- 
ferible mostrar que en cada caso if es isomorfa a una subalgebra de M S (R). 

(a) Para cualquier a = a, • \ + a 2 a + a s fi, tenemos 


1 • a = a| 1 + a^a + 03/? 
a • a = (Oi + Qj)a + 03/3 


P-a = a t p 

Luego if es isomorfa al Algebra de todas las matrices M 3 {R) de la forma 
bra lineal sobre R. 


a, 

0 

0 


+ a 2 
0 


“3 

“3 

«1 


y es un Alge- 


(/>) Para cualquier a = a, ■ 1 + a 2 a + a 3 (l, tenemos 

l-o = a,l + 02a + a 3 /? 
a -a = (aj + a 2 )a 
P’a = mP 


(ti - a 2 a 3 

0 a, + a 2 0 

0 0 aj 


Luego if es isomorfa al Algebra de todas las matrices M 3 (R) de la forma 
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Problemas propuestos 

2, Comprobar que cada una de las siguientes, con adicion y multiplicacion definidas como sobre R, es un algebra 
lineal sobre Q. 

(«) Q{.~/i] = {al + b^/i: a,beQ } 

(b) if — {al + b^J\ + c^J~5 ~r dJTS: a, b, c, de Q) 

3. Demostrar que el algebra lineal if = Q[,/T], no siendo / 6 N un cuadrado perfecto, es isomorfa al algebra de 

[" a 1)1 

las matrices de M 2 (Q) de la forma 


4. Demostrar que el algebra lineal C sobre R es isomorfa al algebra de todas las matrices de M,[R) de la forma 
a b 
-b a 


5. Demostrar que cada una de las siguientes es un algebra lineal sobre R. Obtcner el conjunto de matrices isomorfas 
de cada una. 

(a) if = {al + ha + ca 2 : a, b, c e R}, siendo G = {a, a 2 , a 5 = 1} el grupo ciclico de orden 3. 

(b) if = {a, 1 + a 2 x + a 2 y: n f e R), con multiplicacion definida de modo que 1 es la unidad, 0 = 0-1 + 0 • x 

x y 


+ 0 • y es el neutro aditivo y x 

V 


• 

i 

J 

k 

i 

-1 

k 

-i 

i 

-k 

-1 

i 

k 

i 

— 1 

-1 


a b e 


“l «2 

“3 

cab 

(6) 

Oj a, 

«3 

b c a 

_ 


0 0 

(a, + a 2 ) 


«i 

a l 

“3 


“2 

“l 

“<*» 

“3 

Oj 

“4 

<«l 

~“2 

a 4 

~<h 

<h 

“1 


Rl’.sp. (a) 
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ALGEBRA BOOL1ANA 

Un conjunto £ sobre el cual se han definido operaciones binarias UyH.se llama algebra boo- 
liana si se cumplen los postulados siguientes: 

(i) U y (1 son conmutativas. 

(ii) # contiene un elemento neu'.ro 0 con respecto a U y un elemento neutro 1 con respec- 
to a O. 

(iii) Cada operacidn es distributiva con respecto a la otra, es decir, para cualesquiera a , b, 

C6& 

a U (b r c) = (a U b) n (a U c) 
y a n (b U c) = (a n b) u (a n c) 

(iv) Para todo a e £ existe un a' € Si tal que 

a U a' = 1 y a n a' = 0 


Con frecuencia se emplean los simbolos mas familiares + y ■ en vez de U y O- Utilizaremos los 
liltimos porque si el conjunto vacio 0 se denotara ahora por 0 y el conjunto universal U por 1, es claro 
que las identidades 1.9-1.9', 1.4- 1.4', 1.10-1.10', 1.7-1. 7', cuya validez se demostro en el Capitulo 1 para 
el Algebra de los subconjuntos de un conjunto dado, serian precisamente los postulados (i)-(iv) para un 
algebra booliana. Lo primero que hemos de hacer, pues, serd demostrar, sin recurrir a los subconjuntos 
de un conjunto dado, que las identidades 1.1, 1.2-1.2', 1.5-1. 5', 1.6-1.6', 1.8-1.8', 1.11-1.11' del Capi- 
tulo 1 son tambidn vdlidas para toda algebra booliana, es decir, que estas identidades son consecuen- 
cias de los postulados (i)-(iv). Es de notar que hay completa simetria en los postulados con respecto 
a las operaciones UyHy tambien en las identidades de (iv). Se deduce, por tanto, para toda algebra 
booliana, el 

Principio de dualidad. Todo teorema deducible de los postulados (i)-(iv) de un Algebra 
booliana sigue siendo vAlido si se intercambian los simbolos de operation U y H y los elementos 
neutros 0 y 1 entre si. 

Consecuencia del principio de dualidad es que basta con demostrar solo uno de los enunciados de cada 
pareja de duales. 


Ejcmpto I: Demostrar: Para todo aeSi, 


a yj a = a y a n a = a (i) 

(Vease 1.6-1. 6', Capitulo 1, pdgina 5.) 
Utilizando sucesivamente (ii), (iv), (iii), (iv), (ii): 

a u a = (a U a) n 1 = (a U a) n (a U a') = a U (a n a') = a u 0 — a 
Ejemplo 2: Demostrar: Para todo ae Si, 

a u 1 = 1 y a Cl 0 = 0 («) 

(V4ase 1.5-1. 5', Capitulo 1, pagina 5.) 
Utilizando sucesivamente (ii), (iv), (iii), (ii), (iv): 

a n 0 = 0 u (a n 0) = (a n a') u (a n 0) - a n (a' U 0) = a n a' = 0 
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Ejemplo 3: Demostrar: Para cualesquiera, a, b e 


a u (a n 6) = a 


a n (a o b\ = a 


Utilizando sucesivamenle (ii), (iii), (2), (ii): 


a u (a n b) = (a n 1) u ta n b) = o n (1 u 6) = a r, 1 = a 

Veanse tambien Problemas 1-4. 

FUNCIONES BOOLIANAS 

Sea a = {a, b, c, . . } un algebra booliana. Por constanie se entendera cualquier simbolo, como 
0 y 1 que represente un elemento particular de por variable se entendera un simbolo que represente 

ob.tr n, r UalqUiera Sl , e !! Ia expresi6n *' u 0 n Z) remplazamos U por + y n por • para 
linomio X + y Z ' parece natural " amar a x' y y f) z monomios y toda la expresion x'Uti'H z) po- 

nacio T n°efnoM 7 P Si ^ n H COm0 ? U V- 0 [" n ,h U U («' que consis.e en combi- 

naciones por U e Cl de un numero fimto de elementos de un algebra booliana 3» se dira funcion boolia- 

una^.rnToT.i' C " , Una fu " Cl6n ** ndmer0 de letras distin,a ? que aparezcan, tomdndose 

““ ! r a COmOS, "° la luv ! era - Asl ’ xUx ' es una funci6n de una variable, a, pero a n b' es 
una luncidn de dos variables, a y b. 

Cl a ' ge | >ra °^ inaria toda funci6n enlera de varias variables se puede expresar siempre como un 
wZenZJ lnC h US0 K° V Per °, n0 r Slempre Se puede expresar como Producto de factores lineales. En cam- 
rinc’luso 0 v nZ HZ’ 3 " 3 S funci0 ' les . boolianas se pueden expresar en general en forma polindmica 
(incluso ,0 y I), es decir, como union de .ntersecciones distintas, y en forma factorizada, es decir, como 
interseccion de umones distintas. ’ 

Ejemplo 4: 

Simplificar 

(а) (mv)u [<* u y') n y|', ( b ) [(* u y ') ndnfn «)']'• <«) <((*' n y')' ui]n|iu *))' 

(o) ( * n v) u l<* u y ') n vY = (*"») u [<* U vy u y'\ = (xny) u [<*' n y) u y'j 

= (in»)u [<*' u V’) n (y u j/')] = (* n y) u (<*' u y') n l] 

= Imvlu (*' u y’) = (* n y) u (* n v y = 1 

(б) ((* u y') n (* n y' n *)']' = (* u y')' u [(* n y' n *)']' 

= (*’ ny)u|zny'n:), una union de iniersecciones 
[<* u V') n (* n y' n *)')' = (*' n y) u (* n y' n z) 

= ( x ' U x) n (*' u y') n (*' Uz)n (lUy)n(yU y') n(yU:| 

= ia(*’u y') n(i'u!)n(iuy)nln|(u:) 

= |iUy)n(yui)n (*’ u z) n (*' u y'), una interseccion de uniones 
(e) {((*' n y')' Ui]n(nu z))' = [(*' n y’)' U *]' u (x u z)' 

= (*' n y' n z') u (*' n *') = *' n z' (por el Ejemplo 3) 

Vease tambien Problema 5. 

Como (vease Problema 15, pagina 234) existe un algebra booliana con los solos elementos 0 v 1 
posibles" ldent ‘ dad 86 PUCde comprobar dand0 a las variables los valores 0 y 1 de todas las maneras 

Ejemplo 5: Para comprobar la identidad propuesta (vease Ejemplo 4(a)) 

(X n y) U [(* U y') n y]' = 1 
se forma la siguiente Tabla 17-1. 
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X 

y 

a = x n y 

xu y' 

b = (xuy')ny 

a u b' 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

0 

0 

1 

0 

1 

0 

1 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

1 

— 

0 

1 


Tabla 17-1 


FORMAS NORMA LES 

La funcion booliana en tres variables del Ejemplo 4(b) cuando se expresa como union de inter- 
secciones (x' H )' ) U (.v H/flz) conlienc un termino en el cual solo aparecen dos de las variables. 
En la seccion siguiente veremos que a veccs hay buenas razones para sustiluir esta expresion por una me- 
nos simple en que cada termino tenga todas las variables. Como la variable a falta en el primer termino 
de la expresion anterior se obtienc la forma requerida, llamada forma canonica o forma normal disyun- 
tiva de la funcion dada, de la manera siguiente: 

(*' n y) u (X n y n z) = (x' n y n l) u (a- n y n z) 

- [(*' n i/) n (z u z‘) | u (a n y n z) 

- ( x ' n y n z) U (a-' n y n 2 ') U (a flj'nt) 

Vease tambien Problema 6. 

Es facil mostrar que la forma canonica de una funcion booliana en tres variables puede tener 2 3 
terminos distintos a lo mas. Pues si x, y, z son las variables, se obtiene un termino eligiendo x o x', 
.v o y\ 202 'y formando su intersection. En general, la forma canonica de una funcion booliana en n 
variables puede contener a lo mas 2" terminos distintos. La forma canonica que contiene todos estos 
2" terminos se dice forma canonica completa o forma normal disyuniiva compleia en n variables. 

La forma canonica completa en n variables es identicamente 1, cosa que se muestra para el caso 
it = 3 en el Problema 7, pagina 231 ; pero el caso general se puede demostrar por induction. Se siguc 
de inmediato que el complcmento F dc una funcion booliana Fexprcsada en forma canonica es la union 
de todos los terminos de la forma canonica completa que no aparecen en forma canonica dc F Por 
ejemplo, si F = (.v fl y) U (*’ D y) U (x' H /), F = (x (~1 yf 

En los Problemas 8 y 9 se demuestran 

Teorema I. Si cn la forma canonica completa en n variables se da a cada variable el valor 0 o el 1 , 
solo un termino tendra el valor 1 y todos los demas tendran el valor 0. 

y 

Teorema II. Dos funcioncs boolianas son iguales si, y solo si, sus formas candnicas respectivas son 
identicas, es decir, constan dc los mismos terminos. 

La funcion booliana en tres variables del Ejemplo 4(h), expresada como interseccidn de unioncs 
cn que cada union contiene todas las variables, es 

(x u y) n (y u 2) n ( x ' u 2) n (x\ u y) 

= [(X u y) u (2 n 2 ')] n |(t/ u 2) u (x n x')] n [(x- u z) u (y n i/')j n \(x- u if) u (2 n 2')] 

= (* u y u z ) n (* U V u Z') n (*' u 7/ u 2 ) n (x' u y' u 2) n (x' u y u 2') 

Expresion que se llama forma canonica dual o forma normal conjunliva de la funcion. Notese que no 
es la dual de la forma canonica de aquella funcidn. 
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(la union de todos los terminos de la forma canonica completa que no aparecen en F) y 
F = ( F’Y = (iU|/Uj') n (/ u u i) n (s' u y‘ U z') (por el Problema 4) 

Vease tambien Problema 11. 

El procedimiento para cambiar de la forma canonica a la forma canonica dual y viceversa puede 
utilizarse tambien ventajosamente para simplificar cicrtas funciones boolianas. 

Ejemplo 7: Simplificar: F = ((y n z ') U (j /’ n z)\ n [(s' n y) U (s' ni)U(iftn'n 2')) 

Hagasc F , = (y n 2') u (y' n 2) and F 2 = (s' n»)u (s' ni)u(in/n 2'). 
Emonccs. f, = (x n y n 2') u (s' n y n 2') u (s n y‘ n 2) u (s' nj'ni) 

f[ = (s' n y n 2) u (s' n y' n s') u (s n y n 2) u (x n y' n 2') 

y F, = (s u y' u 2') n (s u y u 2) n (s' uj'u 2') n (s' u y u 2) 

Asimismo. F 2 = (s' n y n 2) u (s' n y n s') u (s' n / ru) u (1 n / n 2') 

Fj = (s' n y' n s’) u (s n y n 2) u (s n p' n 2) u (s n y n 2') 

y f, = (sujui)n (s' u y' u 2') n (s' u y u 2') n (s’ uj'ui) 

Con lo que F = f, (if, 

= .(x u y u 2) n (s u y' u 2') n (s' u y u 2) n (s' u » u 2') 
n (s' uj’usln (s’ u y' u 2’) 

Pero entonces F' = (s u y' u 2) n (s u y u 2') 

y F = (s’ n y n 2') u (s' n y n 1) = s’ n [(p ri 2') u (y' n 2)] 


RELACION DE ORDEN DE UN ALGEBRA BOOLIANA 

Sean U = {a, b, c} y S = {0, A, B, C, D, E, F, U) con A = {a}, B = { b }, C = {c}, D = { a , 6}. 
E = {a, c}, F = { b , c}. La relacion C definida en el Capitulo 1, aplicada a S, satisface las leyes si- 
guientes : 

Para cualquier A", Y, Z e S, 

(a) XCX 

(, b ) Si X C K y E C AT. Af = Y. 

(c) Si ATC Y y ECZ. xcz. 

I d ) Si XC Y y XCZ, XC(YCZ). 

(e) Si ATC Y, XC(YUZ). 

(/) AT C E si, y solo si, Y' C X\ 

( g) AT C y si, y solo si, X U Y = Y o la equivalente AT D Y' = 0. 

Las tres primeras leyes dicen (vease Capitulo 2) que C efectua un orden parcial en S que se ilustra por 



Fig. 17-1 
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Vamos a definir ahora la relation C (lease «bajo») en un algebra booliana 'M por 

a C b si, y solo si, a \J b = b o su equivalente a D b 1 = 0 

para cualesquiera a, be@. (N6tese que esto no es mas que otro enunciado de (g) en funcion de los ele- 
mentos de &.) De lo que se sigue de inmediato 

(^i) aCa 

(b ,) Si a C b y b C a, a = o. 

(c, ) Si a C b y b C c, a C c. 

asi que C define un orden parcial en Se deja al lector demostrar que 

(<A) Si a C b y a C c, entonces a C (b H c). 

(e,) Si a C b, entonces a C(b\J c) para todo ceSS. 

(/,) a C b si, y solo si, b‘ Q a'. 

En el Problema 12 demostramos el 

Teorema III. Para cualesquiera a, b e Hi, a U b es el extremo superior y a O b es el extremo inferior 
de a y b. 

De lo que se deduce facilmente 
Teorema IV. 0 C b C 1 para todo b e 3». 


ALGEBRA DE REDES ELECTRICAS 

El dlgebra de las redes electricas es un ejemplo interesante y de mucha importancia del algebra 
booliana (vease Problema 15) de los dos elementos 0 y 1. Aqui nos limitaremos a cstudiar el tipo mds 
sencillo de redes, que es una red con solo interruptores. La red mds simple de esta clase consiste en un 
hilo con un solo interruptor r: 


• r • 

Al cerrar el interruptor, con lo que la corriente fluye por el hilo, damos el valor 1 a r; si el interruptor 
esta abierto y no fluye corriente por el hilo, damos el valor Oar. Asimismo, daremos el valor 16 0a 
toda red segiln que la corriente fluya o no por elia. En este caso sencillo la red tiene valor 1 si, y solo si, 
r tiene valor 1 y la red tiene valor 0 si, y solo si, r tiene valor 0. 

Considerese ahora una red que consiste en dos interruptores r y s. Si se conectan en serie: 


Fig. 17-2 

es claro que la red tiene valor 1 si, y solo si, r y j tienen valor 1, en tanto 
que la red tiene valor 0 para todo otro valor 0 6 1 dado arys. Asi que esta 
red se puede representar por la funcion F = F{r, 5 ) que sigue la Tabla 17-3. 
Se halla fdcilmente F = r f] s. Si se conectan en paralelo : 



r. 

s 

F 

1 

1 

1 

1 

0 

! 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 


Tabla 17-3 


Fig. 17-3 
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es claro que la red tendra valor 1 si, y solo si, al menos uno de los r y s tiene 
valor 1, y la red tendra valor 0 si, y solo si, ambos rys tienen valor 0. Esta 
red se puede representar por la funcion F = F(r, s) que sigue la Tabla 17-4. 
Encontramos facilmente F = r [J s. Para las varias redes con tres interrup- 
tores, vease Problema 13. 

Empleando mas interruptores, pueden componerse redes de natura- 
leza mas complicada; por ejemplo, 





r 

8 

F 

i 

l 

1 

i 

0 

1 

0 

1 

1 

0 

0 

0 


Tibia 17-4 


Fig. 17-4 


La funcion correspondiente a esta red consiste en la intersection de tres factores : 

(r U s) D t n (u U v U w) 

Hasta aqui todos los interruptores de una red se han supuesto actuar independientemente unos 
de otros. Dos o mas interruptores pueden, no obstante, estar conectados de modo que (a) se abren y 
cierran simultaneamente o ( b ) el cierre (apertura) de uno abra (cierre) todos los demas. En el caso ( a ) 
denotaremos todos los interruptores por la misma letra y en el caso (6) denotaremos uno de los inte- 
rruptores por r, por ejemplo, y todos los otros por r'. En este caso, toda letra con tilde tiene valor 0 si la 
letra no tildada tiene valor 1 y viceversa. Asi la red 



Fig. 17-5 


consiste en tres pares de interruptores: un par, en que cada interruptor esta denotado por I, abre y cierra 
simultaneamente, y los otros dos pares, con los interruptores denotados por r, r' y s, s', son tales que en 
cada par el cierre de un interruptor abre el otro. La funcion correspondiente es basicamente una union 
de dos terminos cada uno con las tres variables. Para el hilo superior tenemos rfisYl <y para el in- 
ferior (1 U s) H F. Asi que la funcion que corresponde a la red es 

F = (rns'n()U[(iUj)n r'] 

y la tabla que da los valores (propiedades de cierre) de la funcion es 


r 

wm 

t 

rdi'ni 

(IUi)n r' 

F 

i 

i 

i 

0 

0 

MU 

wm 

i 


0 

0 

mi 

19 


i 

1 

0 

i 

H 

1 

i 

0 

1 

i 

i 


wm 

0 

0 

Bit 1 


i 

il 

0 

1 

i 


mm 

i 

0 

1 

i 


n 


0 

0 



Tsbla 17-5 
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Es claro que la corriente fluira por la red solamente en los siguientes casos : ( 1 ) r y / cerrados, s abier- 
to; (2) s y i cerrados, r abierto; (3) s cerrado, r y t abierlos; (4) t cerrado, r y s abiertos. 

Para un analisis mas detenido de las redes serie-paralelo sera btil saber que el algebra de tales redes 
es un algebra booliana. En terminos de una red dada, el problema es este: Supdngase que Fes la funcion 
(de interrupcion) asociada a la red y supongase que mediante las leyes del algebra booliana esta funcion 
se cambia en su forma a G asociada con una red distinta, <,Son intercambiables las dos redes? O, en otras 
palabras, j.tienen las mismas propiedades de cierre (la misma tabla)? Para decidir esto, considercmos 
primero las Tablas 17-3 y 17-4 junto con sus redes asociadas y funciones asociadas r f \ s y r \J s res- 
pectivamente. Al formar estas tablas hemos comprobado que los postulados (i), (ii), (iv) para un algebra 
booliana valen tambien para un algebra de redes. Para el caso del postulado (iii) considerense las redes 



Fig. 17-6 

que corresponden a la entidad booliana a U (b f) c) = (a U b) f) (« U c). Es claro entonces por la 
tabla de propiedades de cierre 


a 



b 

c 

a u (fc n c) 

(« u 6) p (a u c) 

i 

1 

1 

1 

1 

i 

1 

0 

1 

1 

i 

0 

1 

1 

1 

0 

1 

1 

1 

1 

1 

0 

0 

1 

1 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 


0 

0 

0 

0 


Tabla 17-6 


que las redes sc« ^tercambiables. 

Se dep al c-V : e. examen del caso de la identidad booliana 

a n (6 u e) = (an(i)u(an c) 
y la conckaoi de el algebra de redes es un algebra booliana 


SIMPLinCAOON DC REDES 

Supocgase jdcra que las tres primeras y la ultima columna de la Tabla 17-5 son dadas y que se 
pide disease mi qo; tenga las propiedades de cierre dadas. Mediante las filas en que F = 1 , obtenemos 

F - ■* ~ ~ t, u (>■' nsn!)u(r'nsn t') u (>•' n s' n t) = (»-' n a) u (s’ n t) 

Como eszi k =s a :*scjon (red) de la cual sc origino 
el calculo de Se adfa. ia red de la Fig. 1 7-5 es innecesa- 
riamente •'mg fc afa y puede cambiarse por la red mas 

senciDa de a nem I - - 7 . 



Fig. 17-7 
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Nota. El que uno de los interruptores de la Fig. 17-7 este denotado por r\ no habiendo interruptor 
denotado por r, no tiene aqui importancia. Si le queda al lector alguna duda en esto, intercambie r y r' 
en la Fig. 17-5 y obtenga F = (rflsIUlsTl t) con el diagrama 



Vease Problema 14. 


Problemas resueltos 

1. Demostrar: U y H son asociativos, es decir, que para cualesquiera a, b, c € dti 

(a u b) U c = a U (b u c) y (a r b) n c = a n (b n c) (4) 

(Vease 1.8-1. 8', Capitulo 1, pUgina 5.) 

Sean a : = (a f) *) f) c y y = a O (A O c). Vamos a demostrar que x = y. Por (iii) y (3), 
iu> = a u [(a n 6) n c) = [a ill (a n 6)] n (a u e) 

= a n (a U e) = a = a U [a n (6 n «)] = a U y 

y o' U X = o’ U [(o n 6) n e] = [o' U (a n 6)] n (o' U e) = [(o' U a) n (a' U 6)] ft (o' U e) 

= [1 n (a' u 6)] n (o' U e) = (o' u 6) n (a' U e) = o' u (i n c) 

= (o' u a) n (a' U (6 n c)] = o' U [o n (6 n e)] = o' U y 

Luego (a U z) n (o' U x) = (o o y) O (o' U y) 

(o n O') u * = (on o') u v 
y x = y 

Se deja al lector mostrar que, en consecuencia, se pueden insertar parentesis a voluntad en a, U a 2 U • • - U 

y a, n a 2 n • • ■ n a.. 

2. Demostrar: Para todo az3t, en elemento a definido en (iv) es unico. 

Supongase lo contrario, es decir, que para todo a 6 & existan dos elementos a', a" e 3i tales que 
oUa'=l ano'=0 

y 

a U a" = 1 a n o" = 0 

Entonces. o’ = 1 n a' = (a u o") n o' = (an o') u (a" n o') 

= (o n a") U (a" n o') = a" n (a U o') = a" n 1 = a" 

y a' es unico. 

3. Demostrar: Para cualesquiera a, b 

(a U b)’ = a' n b’ y (an b)' = a' U b' (5) 

(Vease 1.11-1.11', Capitulo 1, pagina 5.) 

Como segun el Problema 2 existe para todo x e £ un Unico x' tal que x (J x‘ = 1 y x n x' = 0, solo nece- 
sitamos comprobar que 

(ouWu (o' n 6 ') = [(a u 6) U o') n [(a U b) U 6'] = [(a U o') U 6[ n [a U (6 u 6’)j 

= (1 u 6) n (a u 1 ) = 1 n 1 = 
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y que (lo dejamos al lector) (a U b) f| (o' O b') = 0 

Utilizando los resultados del Problema 2, se sigue facilmente que 

(«i u « 2 u ■ • • u o„)' = aj n a 2 n • ■ • n a' n 
y (a, n a 2 n • • • n a „ )' = oJ u a' 2 u • • • u a' n 

4. Deraostrar: (a')' = a para todo ae di. (Vease 1.1, Capitulo 1, pagina 5.) 

(a')' = 1 Cl (o')' = (a U o') n (a')' = [a n (a')'| U [o' n (a')'] = [a n (a')’] U 0 
= 0 U [o n (o')’) = (o n o') U [a n (o')'] = a n [a' U (o')'] = a n 1 = a 

5. Simplificar : \x U (x' U y)'] Cl [x U (y' n z')’]. 

[* u lx' u v)'] n [i u (y' n z')'] = [* u (x n y')\ n|iu(ju«)| = m|iu(#U!)| = x 

6. Obtener la forma canbnica de [x U (x' U y)'] Pi [x U (P P) z')']- 

Utilizando la identidad del Problema 5, 

(* u (*' u y)'| n I* u ( y ' n *')'] = * = * n (y u y') n (z u z') 

= (x n y n z) u (* n y' n z) u (* n y n z') u (x n y' n z') 

7. Demostrar: La forma canonica completa en 3 variables es id6nticamente 1. 

Primeio. mostramos que la forma canonica completa en 2 variables 

(* n y) u (* n y') u (s’ n y) u (s' n y 1 ) = |(s n y) u (s n y')] u [(s' n y) u (s' n y')] 

= [s n (y U y')| U (s' n (y u y')) 

= (s u s') n (y u y’) = 1 n 1 = 1 
Entonces. la forma candnica completa en 3 variables 

[Is n y n z) u (s n y n z')] u [(s nj'm)u(«ny'n z')J 

u [(s' n y n z) u (s' n y n z’)| u [(s' n y' n z) u (s' n y n z')] 

= [(s n y) u (s n y') u (s' n y) u (s' n y')] n (z u z') = lnl = 1 

8. Demostrar: Si en la forma candnica completa en n variables, a cada variable se le da arbitraria- 
mente d valor 0 6 1, entonces solo un termino tendra valor 1 y todos los otros tendran valor 0. 

Seas dados los valores a las variables x,, x 2 , . . . , x,. El termino cuyo valor es 1 contiene x, si x, tiene el 
valor 1 aapado o bien x\ si a x, se ha dado el valor 0, x 2 si x 2 tiene valor 1 o x' 2 si x 2 tiene el valor 0, .... x, 
si x. aeae vaior 1 o xj si x, tiene valor 0. Todo otro termino de la forma canonica completa tendra, pues, 0 
al hkdos came on factor y, por tanto, tendra 0 como valor. 

9. Demostrar Dos funciones boolianas son iguales si, y solo si, sus formas canonicas respectivas son 
identkas. es decir, consisten en los mismos terminos. 

Es dm at dos funciones son iguales si sus formas canonicas consisten en los mismos terminos. Recipro- 
c amma b tax dos funciones son iguales deben tener el mismo valor para cada una de las 2" posibilidades de dar 
valor 0 6 1 a las variables. Ademds, cada una de las 2" posibilidades para las cuales la funcion tiene valor I de- 
tennma as bbk de la forma candnica de esa funci6n. Luego las dos formas normales contienen los mismos 

terminos. 
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10. Hallar la funcion booliana F definida 


Tabla 17-7 

Es claro que la forma canonica de F tendra 5 lerminos y la forma canonica dual tendra 3 facte 
remos la ultima forma. Entonces. 

F = li'uy'U z') n (r u y' u j') n (i u j u z‘) 

= ( y‘ Vz')n{xuyu z’) = 1 y ■ n (z u v)l u z' = (Z n v ’) u z' 

11. Hallar la forma canonica de F = (x U y U z) n (x' U / U z). 

Ac l u ‘ F' = (z' ny'n:'|u|rnyn z') 

(por la identidad del Problema 3) y 

F =■■ ( F'Y = (z n y n z) u (z n y' n z) u (z n / n *') u (z' n y n z) u (z' n ( 'nz|u (z' 
(la union de los lerminos de la forma canonica completa que no aparecen en F). 


a y c U b - b. Ahora 


o extremo inferior como se pedia. 


Estudiar las posibles redes de tres interruptores r. 
Hay cuatro casos: 

(i) Los interruptores estan en serie. El diagrama es 


y 

• Z 

F 

l 

l 

0 

l 

0 

1 

0 

1 

1 

l 

1 

0 

0 

0 

1 

l 

0 

1 

0 

1 

0 

0 

0 

1 


y la funcidn es r C\s fit. 
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(ii) Los interruptores estan en paralclo. El diagrama es 


y la funcion es rUJU' 

(iii) La combinacion serie-paralelo 


(iv) 



con funcion rflliU >)■ 

La combinacidn serie-paralelo 





con funcion rU(jfi r). 


14. Si es posible, remplazar la red 



Fig. 17-9(a) 

por una mas simple. 

La funcidn booliana para la red dada es 

F = (r fU) u {s n (i' u i) n [r 1 u (s n (')]} 
= (rni)u(«n [(s' u t) n (r' u <')]} 

= (r n f) u \r' n(tn«] = (r u i)ni 


La red m4s simple es 



Fig. 17-9(6) 
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Problemas propuestos 

15. Mostrar que el conjunto JO. 1} junto con las operaciones definidas en ? L 

es un Algebra booliana. 0 0 1 y 

1 1 1 

16. Mostrar quc el conjunto {a, b, c, d) con las operaciones definidas en 

y. 

es un algebra booliana. 

17. Mostrar que el Algebra booliana del Problema 16 es isomorfa al algebra de todos los subconjuntos de un con- 
junto de dos elementos. 

18. iPor que no hay algebra booliana que tenga solamente Ires elementos distintos? 

19. Sea S un subconjunto de N, y para cualesquiera a.beS definase a U b y a (“I b, respectivamente. como el mi- 
nimo comun miiltiplo y el mfiximo comun divisor de a y h. Mostrar que 

(a) a es Algebra booliana si S = {1, 2. 3. 6. 7. 14, 21, 42}. 

(b) 3i no es algebra booliana si S = {1, 2, 3, 4, 6, 8, 12,24}. 

20. Mostrar que a U (a f| b) = a O (a U b) sin utilizar cl Ejemplo 3, pagina 223. Establecer la dual de la identi- 
dad y demostrarla. 

21. Demostrar: Para cualesquiera a, he a, a U (a' p b) = a U b. Establecer la dual y demostrarla. 

22. Obtener las identidades del Ejemplo 1, pAgina 222, haciendo b = a en las identidades del Problema 21. 

23. Obtener como en el Problema 22 las identidades del Ejemplo 2, pAgina 222. 

24. Demostrar: 0' = 1 y 1' = 0. (Vease 1.2-1.2', Capitulo 1, pAgina 5.) 

Sugerencia. HAgase a = 0 y b = 1 en la identidad del Problema 21. 

25. Demostrar: (a O b') U (6 O a') = (a J b)(~\ ( a' U b‘). Escribir la dual. 

26. Demostrar: (a U b) D {b U c) O (c U a) = (a O *) U W> O c) U (c D a). iCual es la dual? 

27. Demostrar : Sifl(Jx = 6UAyaUx' = bUx'eso = 6. 

Sugerencia. Considerese (aU*)0(oU x’) = (b \J x) H (b U *')• 

28. Establecer la dual del Problema 27 y demostrarla. 

29. Demostrar : Si = oOc y f para cualesquiera a.b.ce a, entonces b = c. 

30. Simplificar (a) (au6)n*'n b' (e) [(*’ n y'Y uz|n(iu y')‘ 

(6) (a n b n e) U a' u 6' U c' (/) (a U 6') n (o' U b) n (a' U 6') 

(c> (a n b) u je n (a' u 6’)] (g) [(o u 6) n (c u 6')] u [6 n (o' u c')) 

(d) [o u (a' n 6)] n |6 u ( b n e)] 

Reap, (a) 0, (6) 1, (c) (a n 6) u c, (d) b, (e) *' n y, If) o' n b‘, lg) a U b 

31. Demostrar: la u 6) n (o' u c) = (o' n 6) u (a n e) u (6 n e) 

= (a u b) n (o' u e) n (6 u c) = (a n e) U (o' n 6) 

32. Hallar a simple vista el complemento de cada una de las siguientes expresiones, de dos maneras: 

(а) (r n y| u (i n y') (e) (rUj'U!)n(iU(Uj')n(iUj'U *') 

(б) (inj'riilu (*' n y n z') (d) (* u y' u z) n (x' u y u z) 

33. Expresar lo que sigue en forma canonica y en forma canonica dual en tres variables: 

(a) x' U y', (b) (* n y') U (x' n y), (c) (x u y) n ( x‘ U z'), Id) x n z, (e) x n (y' U z) 
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Respuesta partial. 

(a) (2 n y- n *) u lx n y' n 2') u (*' n y n 2) u (*' n y' n 2) u (*' n y n zO u <2' n y' n *') 

(b) |iuiu:)n{iuyu z') n (*' u y' U z) n (2' u y’ u z') 

(e) (z n , n *•) U <z n y' n 2') u (z' n y n z) u (*' n y n z') 

(d) lx u * u z) n (I u V' u z) n (2 u y u 2') n (* u y' u 2') n (x' u y u 2) n (*' jj'uj) 

w (* - V u 2) n (z u y' u 2) n (z u y u 2') n(iu # 'u 2') n (*' u y' u 2) 


34. 


Exprear as fonna canonica y forma canonica dual en el minimo numero de variables: 


(o) xti ir' r y) 

lb) r - » - z)i u|in(»U 2')] 

(e) . 1 - 11 n |(i n »1 u (*' n 2)] 


(d) [(z uy)n(iu 2)] 

(e) lx u y) n (z u 2') n (*' u y') n (*' u 2) 
If) (* n y) u (z n 2') u (*’ n 2) 


J lx n yO u lx' n y) (<*) <z U y u z) n <z u y U z') n (z U 

(»> U-yl^teuyT <«) (z n y' n z) u (z’ n y n 2') 

(2 .* - t ~ si u <* n y n 2') U (*' n y n 2) u (*' n y 1 n 2) If) (* u y u 2) n (*' u y u 2') n (z 


35. Escrte a nano de la forma candmca completa en x, y, r, que liene valor 1 cuando : 

(«)« = * = •- » = 1. (« z = y = l, 2 = 0; (e) 2 = 0, y = 2 = 1. 

Rap ~ 1 n d, (b) 2 n y n a' 

36. Esofcr a race de la forma canonica completa en x.y, z. in, que tiene el valor 1 cuando: 

|t> * = y = j. 2 = te = 0; (6) 2 = y = to = 0, 2 = 1; (e) 2 = 0, y = 2 = to = 1. 

Re sr «■ x - 1 n 2" n to', («) 2' n y n 2 n 10 

37. • a baa- de la forma candnica dual completa en x.y, z, que tiene valor 0 cuando: 

(4 «=«=». * = 1; (») 2 = y = l, 2 = 0; (e) 2 = 0, y = » = 1. 

Rap ■i-l’Ul, (fc) 2' U y' U 2 

38. a tor de la forma candnica dual completa en x.y, z, to, que tiene valor 0 cuando: 

(«> « = »=!. •=» = 0; (6) 2 = y = to = 0, 2 = 1; (e) * = 0, y = 2 = to = l. 

Raa IT * - r' - * u »», (e) 2 U y' u 2' U 10' 

39. Esr*r * im 9 trcs variables cuyo valor es 1 

lal *. * ■■■ a aos de las variables son 1 y la otra es 0, 

l*i a • a ie as de una variable es 1. 

Rra m m ~ 1 ~ 2 u (2 n y' n 2) u (2' n y n t), lb) [x n (y u 1)] u (y n 2) 

40. Es=fcr m fen es ties variables cuyo valor es 0 

la) m.y (^fefe. fea de las variables son 0 y la otra es 1, 

1*1 ‘k una vanable es 0. 

Rap La s el Problema 39. 

41. aas simple las funciones boolianas F„ F 1 F t definidas como sigue: 



z 

■a 

■a 

■a 

■a 

■ai 

1 m 

■ai 

ral 


1 


H 

n 

n 

1 

1 

H 

1 

A 



1 

B 1 

1 

mM 


0 

A Ik 


3 . 
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0 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

* * 1 

1 

1 0 n 

1 

1 

1 


*<rT\ 


1 

1 i • 


1 




1 


1 

Zm' 

t • 

fi 

0 

1 

1 

1 


5® 


HE 

• • 
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0 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

L" 

D 

1 

1 

1 

0 

0 

1 

1 



y’ u 2) 

y'U2) 


Re*-** 


F 3 = 2' u (y' n 2) u (y n 2 "), f 5 = (2 u 2) n [y' u (2 n 2)], F7 - v' 
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42. Mostrar que F-, y F a del Problema 41 se pueden hallar a simple vista. 

43. Demostrar : Id, | Si a C b y a C c , entonces a C (6 D e). 

(e,) Si a C * entonces a C (* U c) _ para todo ee&. 

(ft) a C 6 si, y solo si, 6' C «’• 

44. Demostrar: Si a. be 3 tales que a Q h, entonces. para todo rsf, oU^flc) = (iflloUr). 

45. Demostrar: Para todo b e M, 0 C * C 1. 

46. Construir un diagrama parecido a la Fig. 17-1 para el algebra booliana de todos los subconjuntosde B = [a, b, c, d\. 

47. Hacer el diagrama de las redes representadas por a U D b') y a U b y hacer ver con tablas que tienen las mis- 
mas propiedades de cierre. 

48. Hacer diagramas de las redes (i) {a U h) n a' D b' y (ii) (a O b f) c) U (a' U *' U c‘). Construir tablas de pro- 
piedades de cierre para cada una. gQue se puedc concluir? 

49. Hacer diagramas de cada una de las redes siguicntes: 

(i) (o u &') n (o' u 6) n (o' u 6') (iii) |(o u b) n (e u 6')] u [6 n (o' u e')] 

(ii) (a n 6) u [e n (o' u 6')) (iv) (a n b n c) u o' u 6' u e' 


Mediante los resultados del Problema 30, hacer el diagrama de la red mas simple en cada caso. 
Respuesta partial. 


(i) 


- a n_r a n r a ~_ 

— b' • — 1 I — • 6 !—• i'*— 




50. Hacer el diagrama de las redes (r U s') O (r‘ U J) y (r fi s) U (r' D s') y mostrar que tienen las mismas propie- 
dades de cierre. 

51. Hacer el diagrama de la red mas simple que tenga las propiedades de cierre de cada una de las F, -F 6 del Problema 41 . 
Respuesta partial. 



L ~» x' • y •— • z *— 1 


Para adquirir practica y tambien para comprobar los resultados, se sugiere que (iii) y (iv) se resuelvan formando 
la tabla de propiedades de cierre y tambien por el procedimiento del Ejemplo 7, pagina 226. 

Respuesta partial, (i) y (ii) 
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54. Simplificar: 




55, M ..» „ * .=0 « » P— « ™‘" k •" ““ 

de la misma. 


«• “S5 SS; BA'S; 

los otros dos interruptores. 

** c : r: : rn 


57. Disenar una red que permita acc.onar una luz desde uno cualqu.era de cuatro mtemip 
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A la derecha, clase lateral, 86 
ideal, 104 

A la izquierda, clase lateral, 86 
ideal, 104 

Absoluto, de un numero complejo, 
77 

valor, 42 

Adicidn, de enteros, 39 
de matrices, 164 
de mimeros, complejos, 75 
naturales, 30 
racionales, 60 
reales, 67, 68 
de polinomios, 125 
de polinomios de matrices, 200 
de subespacio, 148 
de transformaciones lineales, 151 
de vectores, 143, 144 

Algebra, booliana, 222 
de clases residuales, 53 
de matrices, 167 

de transformaciones lineales, 151 
lineal, 219 
matricial total, 167 

Amplitud de un numero complejo, 
77 

Angulo, de dos vectores, 149 
de un numero corrtplejo, 77 

Anilio, 101 
booliano, 112 
cociente, 106 
conmutativo, 103 
de divisidn, 1 17 
euclidiano, 107 
ideal principal, 106 

Aplicacidn, 6 
biyectiva, 8 
inyectiva, 8 
reciproca, 9 
sobreyectiva, 6 

Argumento de un numero comple- 
jo, 77 

Autovalor, 204 

Autovector, 203 


Base, de un espacio vectorial, 147 
normal ortogonal, 207 
ortonormal, 207 
Bien definido (a), conjunto, 1 
operacidn, 20 

Bien ordenado, conjunto, 18 
Biyectiva, aplicacion, 8 


Caracteristica, de columna, 172 
de fila, 172 
de un anilio, 103 
de un dominio de integridad, 115 
de una matriz, 172, 199 
de una transformacion lineal, 151 
Cayley, teorema de, 86 
Cero, 40, 60 
de un polinomio, 127 
de un polinomio de cuarto gra- 
do, 140 

de un polinomio de tercer gra- 
do, 139 

divisores de, 103 
polinomio, 125 
Ciclo, 23 
Clase lateral, 86 
Clases residuales, 53 
Clausura, 19 
Cociente, anilio, 106 
grupo, 88 
Codominio, 6 
Coeficiente, 125 
dominante, 135 

Complemento de un conjunto, 2 
Componentes, de un numero com- 
plejo, 75 

de un vector, 143 
Compuesto, 49 
Congruencia modulo m, 52 
Conicas, 208 
Conjunto, 1 
enumerable, 8 
finito, 8 
infinito, 8 
nulo, 2 
vacio, 2 

Conmutativa, ley, en algebras boo- 
lianas, 222 
en anillos, 101, 103 
en cuerpos, 117, 118 
en grupos, 82 
en los enteros, 42 
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31 • 

racionales, 60, 61 
reales, 67, 69, 71 
en matrices, 166 
en mimeros complejos, 75 
en polinomios, 125 
en union e intersection de con- 
juntos, 5 
general, 19 


operaci6n, 19 
Conmutativo, anilio, 103 
grupo, 82 

Correspondencia biunivoca, 8 
Cortadura de Dedektnd, 66 
Corte, 66 

Cuadrado, grupo octal de un, 92 
Cuadricas, 208 

De Moivre, teorema de, 77, 79 
De Morgan, leyes de, 5 
Densidad, propiedad de, de los nu- 
meros racionales, 62 
de los mimeros reales, 69, 71 
Dependencia lineal, 146 
Desarrollo de un determinante, 182 
Desigualdad, de Schwarz, 149 
triangular, 149 
Determinante, 182 
caracteristica, 204 
Diagrama, de un orden parcial, 17 
de Venn, 3 

Diferencia de conjuntos, 4 
Dimension, de un espacio vectorial, 
147 

finita, 147 

Disjuntos, ciclos, 24 
subconjuntos, 3 
Divisidn, 61, 69, 76 
algoritmo de la, 50, 117, 128, 201 
anilio de, 117 
Divisor, 49, 115, 128 
comun [viase lambien Maximo 
comtin divisor), 49, 117 
normal, 87 

Divisores de cero, 103 
Dominio, de integridad, 1 14, 127 
de imagenes de una aplicacion, 6 
de integridad ordenado, 116 
de polinomios C[x], 129 
de una aplicacidn, 6 

Ecuaciones (vease lambien Polino- 
mios) 

lineales homogeneas, 181 
lineales no homogeneas, 179 
lineales simultaneas, 178 
sistema de, lineales, 178 
Electricas, redes, 227 
Elemental, matriz, 1 73 
Elemento, asociado, 115 
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Elemento. de un conjunto. I 
inversible, 115 
maximal, minimal. 18 
neutro. 19 
primero, ultimo. 18 
Entero gaussiano, 1 10 
Enleros. 38 
gaussianos. 1 10 
negativos, 40 

positivos (piase rambien Numeros 
naturales), 39 
primos relatives, 52 
Enumerates, 8 
Equivalencia, clase de. 1 6 
relacion de. 1 6 

Equivalente. por columnas. 170 
por filas, 1 70 
Escalar. 143 
multiplicacidn, 143 
producto, 149. 164 
Espacio vectorial. 144 
base de un. 147, 207 
de dimensidn infinita. 147 
Exponentes, en un grupo. 83 
enteros. 43 
numeros naturales. 33 
reales. 70 

Extremo, inferior, 70 
superior, 70 


Factor. 49. 128 
grupo. 88 
teorema del, 128 

Faclorizacidn unica, teorema de. 52. 
117, 132 

Fila. caracterlstica de, 172, 199 
equivalente por, 1 70 
transformacidn de, 170, 198 
vector. 164 

Forma, canonica dual. 224 
normal, conjuntiva, 224 
de una matriz 199 
de una matriz sobre sF, 171 
disyuntiva. 224 
polar, 76 
polinomica. 124 

Formas canonicas, de conicas y cua- 
dricas, 208 
de matrices. 171, 199 
de polinomios boolianos. 224 

Fracciones, 60 

Funcion (re’d.ve tambien Aplicacion ; 
Transformacion). 7 
booliana, 223 


Generador. de un espacio vecto- 
rial. 145 


de un grupo ciclico, 84 
Grado. 125 
Grupo. 82 
abeliano. 82 
alternante. 84 
ciclico, 84. 86 
cociente. 88 

cuatemario de Klein, 97 

de cuatemios. 100. III. 196 

de permutacion. 84 

de transformaciones, 1 52 

diedrico. 92 

octal, 92 

simetrico. 84 

regular dc permutacion. 96 


Homogcncas. ecuaciones lineales. 
181 

Homomorfismo. entre anillos. 103 
entre espacios vectoriales. 150 
entre grupos. 84 


Ideal (a la izquierda, a la derechal, 
104 

bilatero. 104 
maximal. 106 
primo. 106 
principal. 105 
anillo. 106 
propio. 104 
Idenlica. aplicacidn. 9 
Imagen. 6 

Impropio. ideal. 104 
subanillo. 102 
subconjunto. 2 
subgrupo. 83 

Inclusion, cn algebras boolianas. 
226 

en conjuntos. 2 
Indepcndencia lineal, 146 
Indeterminada. 124 
Indice de subgrupo. 87 
Induccion. 31. 37 
matematica, 31. 37 
Interseccion. de conjuntos. 3 
de subespacios, 148 
de subgrupos. 84 
Invariantes, factor. 200 
subanillo. 104 
subgrupo. 87 
vector. 203 
Invcrso, 60 

Inyectiva. aplicacidn. 8 
Isomorfismo. 21 
entre anillos. 103 
entre espacios vectoriales. 1 50 
entre grupos. 85 


Jordan-FIolder. teorema de. 90 

Lagrange, teorema de, 87 
Ley, asociativa. en algebras boolia- 
nas. 230 

en algebras lineales, 219 
en los anillos. 101 
en los grupos. 82 
general, 19 
para los enteros, 42 
para los numeros complejos. 75 
para los numeros naturales, 30 
31 

para los numeros racionalcs, 
60, 61 

para los numeros reales. 67, 
69. 71 

para matrices, 166 
para permutaciones. 23 
para polinomios, 125 
para union e interseccion de 
conjuntos, 5 

de cancelacion, para grupos. 83 
para los enteros, 41. 42 [31 

para los numeros naturales. 30. 
para los numeros racionalcs, 60 
para los numeros reales, 69. 71 
distributiva (a la izquierda. a la 
derecha), 20 

en algebras boolianas, 222 
en dlgebras lineales, 219 
en anillos, 101 
cn espacios vectoriales, 144 
en los enteros, 42 
en los numeros naturales. 31 
cn los numeros racionales. 60, 
61 

en los ntimeros reales, 67, 69. 7 1 
en matrices. 166 
en numeros complejos, 75 
en polinomios, 125 
en union e interseccion de con- 
juntos, 5 
general, 20 

Leyes de los exponentes (l ease lam- 
bicn Exponentes), 33 
Lineal, algebra. 219 
combinacion, 49, 145 
congruencia. 54 
dependencia. 146 
ecuacion. 178 
forma. 178 
independencia, 146 
transformacion. 149 
Longitud de un vector. 143. 149 

Matrices, equivalentes. 170. 200 
semejantes, 205 
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Matriz, 165, 167 
aumentada, 178 

caracteristica de columna de una, 
172, 199 

caracteristica de fila de una, 172 

caracteristica de una, 172 

diagonal, 171 

elemental, 173 

escal6n, 171 

lambda, 198 

forma normal de una, 199 
nula, 166 
ortogonal, 207 
producto, 165 
escalar, 164 
real simetrica, 206 
regular, 172 
simetrica, 206 
singular, 172 
sobre 166 
suma, 164 
triangular, 171 
unidad, 166 

Miximo comun divisor, 49, 117, 131 
Mayorante, 70 
Minimo comun multiplo, 59 
Minorante, 70 

Modulo de un numero complejo, 77 
Multiplication, de enteros, 39 
de matrices, 165 
de ntimeros complejos, 75 
de numeros racionales, 60 
de niimeros reales, 67 
de polinomios, 125 
de polinomios de matrices, 200 
de transformaciones lineales, 151 
Multiplicativo, simetrico, 60, 68, 75 
Multiplicidad de una raiz, 129 
Multiples, 33, 43 


Neutro, elemento, 19 
unicidad del, 20 
Norma, 119 

Normal ortogonal, base, 207 
Notacion ciclica para permutacio- 
nes, 23 

Niicleo de un homomorfismo, 88 
Nulo (a), matriz, 166 
vector, 40, 60 
Numero, complejo, 75, 76 
conjugado, 75 
irracional, 69 
racional, 60 
real, 65 

Numeros, complejos, 75 
imaginarios, 75 
puros, 75 
irracionales, 69 
naturales, 30 


primos, 49 
racionales, 60 
reales, 65 

Operation binaria, 18 
Operaciones, 18 
bien definidas, 20 
binarias, 19 

Orden, de un elemento de un gru- 
po, 83 

de un grupo, 83 
parcial. 17 

relaciones de, 32, 40, 61, 226 
Ortogonal, base normal, 207 
matriz, 207 
transformaci6n, 207 
vector, 149 

Ortonormal, base, 207 
Par ordenado, 5 

Parte, imaginaria (de un numero 
complejo), 76 

real (de un numero complejo), 76 
Partition, 17 
Peano, postulado de, 30 
Permutation, 22 
grupo de, 84 
impar, 24, 27 
par, 24, 27 

Perpendiculares, vectores, 149 
Plano complejo, 76 
Plenitud, propiedad de, 70 
Polinomio, 124 
anillo de, 125 
booliano, 223 
cero de un, 127 
de matrices, 198 
de tercergrado, 139 
grado de un, 125 
irreducible, 128 
minimo, 133, 177 
monico, 126 
primo, 128 
raices de un, 127 
Positiva, cortadura. 67 
Positivos, enteros (cease lambien 
Numeros naturales), 39 
Potencias (cease lambien Exponen- 
tes), 33. 43 
Primo. 49 
cuerpo, 118 
entero, 49 
factor, 52 
ideal, 106 
polinomio, 128 
relativo, 52 

Producto. de clases laterales. 88 
de composicion, 8 
de composicion de aplicaciones. 2 


de matrices, 165 
de polinomios, 1 25 
de subgrupos, 89 
de transformaciones lineales, 151 
escalar, 149, 151, 164 
interno, 149 

Propiedad arquimediana, de los nil- 
meros racionales, 62 
de los numeros reales, 69, 71 
Propio, ideal, 104 
subanillo, 102 
subconjunto, 2 
subgrupo, 83 
Pseudocuerpo, 117 


Raices, de la unidad. 78 
de polinomios, 127 
de polinomios de cuarto grado, 
140 

de polinomios de tercergrado, 139 
latentes, 204 

primitivas de la unidad, 78 
propias, 203, 204 
Redes electricas, 227 
Regular, matriz, 172 
transformation, 151 
Relation, 15 
antisimetrica. 17 
binaria, 15 
de equivalencia, 16 
de orden, 32, 40, 61, 226 
Relaciones reflexivas, 15 
Representation, decimal de niime- 
ros racionales, 62 
trigonometrica de numeros com- 
plejos, 76, 77 


Schwarz, desigualdad de, 149 
Series de composicion, 89 
Siguiente, 30 
Simetrica, matriz, 206 
relaci6n, 16 

Simetrico, aditivo, 40, 60, 68, 75, 
101, 125, 166 
de un elemento, 20 
en un cuerpo, 118 
grupo, 84 

multiplicativo, 60, 68. 75 
unicidad del. 20 
Simple, anillo, 104 
cero, 129 
grupo, 88 

Singular, matriz, 172 
transformacion, 151 
Sistemas, algebraicos, 22 
de ecuaciones lineales, 178 
homogeneos, 181 
no homogeneos, 1 79 
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Sobreyectiva, aplicacion, 6 
Subalgebra, 167 
Subanillo, 102 
invariante, 104 
propio, 102 
Subconjunto, 2 
Subcuerpo, 1 18 
Subdominio, 115 
Subespacio, 144 
Subgrupo, 83 
invariante, 87 
normal, 87 
propio. 83 

Suma (vease Adicibn) 
Sustraccion, 41, 61, 69, 76 

Teorema del resto, 128 


Teorema fundamental del algebra, 
129 

Transformation, de columna, 170, 
198 

de fila. 170, 198 
lineal, 149 
ortogonal, 207 
impropia, 20 
propia, 208 
singular, 151 
Transitiva, relation, 16 
Transposicion, 24 
Transpuesta, 183 
Triangular, matriz. 171 
Tricotomia. ley de, 32, 40. 61, 68 

Unicidad, del neutro, 20 


del simetrico, 20 
Unidad, 19 
imaginaria, 76 
Union, 3 

Universal, conjunto, 2 

Valor absoluto, 42 
de un numero complejo, 77 
Valores propios, 203 
Vector(es), 143 
columna, 164 
fila, 164 
invariantes, 203 
longitud de un, 143, 149 
ortogonales, 149 
propios, 203 
unitarios, 147 
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m 

Anillo, 101 


Conjunlo de los polinomios en * con coe- 
ficientes en St, 125 

s„ 

Conjunto de lodas las permulaciones de 
n simbolos, 22, 84 

y 

Cuerpo, 117 

T 

Transformacion lineal, 149 

u 

Elemcnio neutro de un grupo, 82 
Elcmenlo unidad de un anillo unilario, 103 

V, V, {.¥ ) 

Espacio vectorial, 144 

Z 

Conjunto dc los enteros, 1, 38 

z+ 

Conjunto de los enteros positivos, 39 

z~ 

Conjunto de los enteros ncgalivos. 40 

ZRm) 

Enteros rruidulo m, 53 

! 

Numero complejo, 75 

Elemcnto cero de un anillo, 102 

= 
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• Este libro, dedicado al estudio de sistemas algebrticos, tiene por 
fin servir de complemento a los textos corrientes. o bien ser utilizado 
como texto, por sf solo, en cursos de Algebra abstracta moderna a n.vel 
medio superior. 

• En los dos primeros capftulos, se trata de los componentes 
fundamentals de los sistemas algebrdicos -conjuntos de elementos, 
relaciones, operaciones, aplicaciones — . En el papitulo 3, comienza con 
los postulados de Peano para los ntimeros naturales y se completa con la 
deduccidn de sus propiedades mas sobresalientes. 

• EJ primer sistema algebraico -el grupo- se estudia en el capftulo _ 
9; se examinan las clases laterales segun un subgrupo, los subgrupos • 
invariantes y sus grupos cocientes; y el capltulo termina con el Teorema 

de Nordan -Holder para grupos finitos. ' 

• Los capftulos 10 y 11 tratan de los anillos. dominios de integridaei 
y cuerpos. A continuacidn. en el capftulo 12 se estudian los pol.nom.os 
sobre anillos y cuerpos a la vez que algunos conceptos de la teoria 
elemental de ecuaciones. En el capftulo 13 se trata el tema de los espac.os 
vectoriales, en el 14 se trata el algebra de las transformaciones l.neales en 
un espacio vectorial de dimension finita, que conduce naturalmente, al 
algebra de matrices, en el 15 se tratan los polinomios de matrices como 
un eiemplo de anillo de polinomios no conmutativo. En el 16 se defmen 
formalmente las algebras lineales. En el capftulo final se exponen las 
algebras boolianas y se indican las importantes aplicaciones que tienen en 
circuitos el6ctricos simples. 



ISBN: 968-422-917-8 



ISBN 968 422 917 8 



